Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


*^  V  c>.5 


l  c 


7  '^ 


Archiv 


der 


Mathematik  und  Physik 


mit    besonderer   Rücksleht 


auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  höheren 


Herausgegeben 

TOD 

Jfohann  August  €hrunert^ 

Miefssr  n  firafawall 


Sechsundvierzigster  Theil. 


Mit   neun    lithographirten   Tafeln. 


C^retfswald. 

C.  A.  Koch 's  Verlagsbochhandlung, 
Th.  Kanike. 

1866. 


.  '. 


t(r^4yß 


II 

Nr.  der 
Abhandlung.  Heft    Seite. 

\IX.     lieber  die  Somme: 

a»+(a+rf)»+(«+2rf)»+-..+(«+iwl)». 

Von  dem  Heraosgeber     .    .     ..'....    III.         326 
Xl\.    Ueber  die  Summe: 

Von  dem  Herausgeber III.         327 

Druckfehler  in  Schrön*«  siebenstelligen  Loga- 
rithmentafeln (No.  18.  und  No.  19.) III.         360 

XXII.  Ueber  die  Zerlegung  einer  ganzen  rationalen 
Funktion  in  Faktoren.  Von  Herrn  Professor  C. 
A.  Bretschneidcr  am  Gymnasium  SU  Gotha    IV.  422 

XXV.  Schreiben  des  Herrn  Professor  Dr.  Ligowski 
in  Berlin  an  den  Herausgeber,  betreffend 
die  Aufgabe  in  Theil  XLV.  S.  220 IV.         503 


Geometrie. 

I.     Ueber  das   vierte   Porisma  von  Format.     Von 
Herrn  Professor  Dr.  Ofterdinger  und  Herrn 

Kector  Dr.  Nagel  in  Ulm I.  1 

VII.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Hyperbel.  (Mit  Be- 
sug^ahme  auf  einen  Aufsatz  des  Herrn  Profes- 
sor Nicola  Cavalieri  San  Bertulo,  Com- 
mend..  in  den  ,,Atti  delT  Accademia 
Pontificia  de*  nuovi  Lincei."  Anno  XIX. 
Sess.  llla.  24Febbr.l866).  Von  Herrn  C.  Thiel, 
Kandidaten  der  Mathematik  in  Greifswald  .    .     !•  45 

VIII.  Konstruktion  der  Intensitätslinien  eines  dreiazi- 
gen  Ellipsuidd  mit  Benützung  einer  Kugelscala. 
Von  Herrn  Emil  Koutny,  Assistenten  der  de- 
scriptiven  Geometrie  am  K.  K.  technischen  In- 
stitute in  Brunn I.  49 

X.     Auf  das   Entfemungsorts- Dreieck  Bezügliches. 
Von  Herrn  Professor  Dr.  H.  Emsmann  an  der 

Realschule  1.  Ordnung  in  Stettin II.  121 

XII.    Zur  Construction  von  Dreiecken  mit  Benutaung 


1fr.  der 
MmaäVmg.  Heft.    Seile. 

Von  Herrn  Cfyinnasial -Oberlehrer  Dr.  Mejer 

in  Bnnslaa  (Schlesien) 111.        359 


Geodäsie. 

VI.  Ueber  den  mittleren  Fehler  der  Reenltmle  aoe 
trigonometriachen  Meeeangen.  Von  Herrn  Doe- 
tor  Bö  rech,  ord.  Lehrer  an  der  höheren  Ge- 
werbeschale in  Cassel 1.  40 


geber 


Mechanik. 

IL  Ueber  das  Problem  der  Rotation  eines  festen 
Körpers.  Von  H erm  Professor  Dr.  Ladislans 
Zajaczlcowski  in  Warschau I.  19 

Un.  Nene  analytische  Entwickelang  der  allgemein- 
sten Gesetze  der  Statik.     Von  dem   He  ran  s- 

152 
S41 

XIV.  Der  Mittelpunkt  oder  das  Centrum  beliebig  vie- 
ler auf  beliebige  Weise  in  einer  und  derselben 
Ebene  wirkender  Kräfte.    Von  dem  Heraos- 

geber III.         876 

Wnrfbewegung  im  widerstehenden  Mittel  and 
Construction  der  Flogbahn.  Von  Herrn  Dr.  A. 
M«  Neil,  Lehrer  an  der  technischen  Schale  an 
Darmstadt IV.         961 


{iL 


Uebnngsanfgaben  für  Schfiler. 

Xvili.  Zwei  arithmetische  Aufgaben,  die  erste  nach 
Herrn  Tardy,  Professor  in  Genua,  mitge- 
theilt  Ton  dem  Heransgeber 111,         3S4 

XV UI.  Drei  geometrische  Lehrsätze  zu  beweisen,  der 
dritte  nach  Herrn  Cesare  Toscani,  Profes- 
sor in  Siena,  mitgetheilt  Ton  dem  Heraus- 
geber     HI. 


•  '  •     •     -  •    '  ' . 


2  Öfter dinger  v.  Sagel:   Veber  das  vihle  Pöiiswa 

Siinson  an  Kürze  und  Eleganz  nichts  zu  wünschen  lihrig  lassen, 
so  folgt  hier  doch  ein  von  den  genannten  abweichender  beweis,  der 
zur  nachfolgenden  Verallgemeinerung  am  bequemsten  sein  möchte. 

8atsB  I.     Taf.  I.  Fig.  1.  und  Fig.  2. 

Wenn  man  an  den  Durchmesser  AB  eines  Kreises 
ein  Rechteck  AßCD  legt,  dessen  Höhe  AD  gleich  ist 
der  Seite  AE  eines  in  den  kreis  beschriebenen  Qua- 
drats, und  aus  den  Ecken  C  und  D  desselben  nach  ei. 
neni  beliebigen  Punkt  P  des  Umfanges  dieses  Kreises 
gerade  Linien  CP  und  DP  zieht,  welche  den  Durch- 
messer AB  in  M  und  /V  schneiden,  so  ist: 

AM^^^BJS^=iAB^. 

Beweis. 

1.  Es  liege  der  Punkt  P  auf  dem  gegen  CD  concavcn  Theil 
des  Umkreises.    Taf.  I.  Fig.  1. 

Ziehe  durch  den  Mittelpunkt  H  und  durch  den  Punkt  P  auf 
DC  die  Normalen  FG  und  PR^  welche  letztere  die  AB  in  Q 
schneidet,  und  verbinde  //  und  /^  und  ebenso  G  und  P  durch 
gerade  Linien. 

Nun  ist  Am  +  BJm  =  2AH^  +  2Hm  7  \ 

Am  +  BN^  =  2AH^i^2HN^   J  *^'®"*    "'  ^' 

also  AM^+AJS^+BM*+Bm=iAm+2Hm  +  2IiW^ 

=    AB^+2Hm  +  2HlS^. 

Nun  ist  DG  =  GC,  also  NS  =  SM,  also 

Hm  +  HN*  =  2NS»  +  2HS^,  Eiern.  IL  10. 

also: 

2Hm  +  2Hm  =  iNS^  +  4BS^z:^lUm  +  iHS^, 

daher: 

l)...AAP  +  Am  +  BIU^+BN^^AB^+MN^  +  4HS^. 

Da  MN:  CD=PQ:  PR,   so  ist,  da  BC^  =  A&, 
also  2BC^z=:2AE^=^AB^-CD^  ist: 

^«^'\2l%\^''^  ''^ 

=:2P(P:2PRP  Eiern.  V.  15, 


von  Fermat,  3 

alflo: 

rj-i)  .    .  ÄA«:iBC«  =  2PQ5^:P/2«,  Elem.  V.  4. 

Weil  feroer: 

so  ist: 

also: 
3) iHS^:BC^=ziHQ*:PfP. 

Verbindet  man  nro.  2.  und  nro.  3.,  so  ist  nach  Elem.  V.  24.  u.  4. 
4).   .   .    MN^  +  iHS»:2PQ^  +  iH(fi=zßC^:Pß^, 

Endlich  ist: 

C  AH  ^ 
NA  :/>«=<  2c  i'^^=  ^^:  ^^^' 

also: 


BC*'-^  -'-^c  — Bin*.  CR* 


=  AN^  +  BM^:  DR^  +  Cß«,  Elem.  V.  12. 

Nun  ist  aber: 

DR^  +  CR^  =  2  /)G«  +  2  Ci2«,  Elem.  II.  9. 
=  2P^  +  2ÄQ» 
=  2  PQ«  +  4  HQ^    Elem.  I.  47. 

Also  hat  man: 

5).   .   .   .BC^:P/P:=^AN^+Bm:2P(P  +  AHQ». 

Verbindet  man  nrB.  5.  mit  nro.  4.,  so  hat  man  nach  Elem.  V. 
II.  und  9.  Am  +  BM^=  MN^  +  iHS^,  und  nach  nro.  I.: 

Am + Am  +  Bm + Bm  =  ab^ + i^m  +  4  //.v«, 

also: 

Am  +  BJN^=AB^, 
q.  e.  d. 

U.  Es  falle  der  Punkt  P  auf  den  gegen  CD  convexen  Theil 
des  Dmkreises,  Taf.  I.  Fig.  2.,  so  ßlllt  der  Punkt  M  in  die  Ver- 
IftDgerang  von  AB. 


4  Ofieräinger  u.  Nagel:    Veöer  das  Pierte  Foritma  -^-^ 

Ziehe  durch  den  Mittelpaiikt  H  und  durch  P  auf  DC  Alm 
Normalen  GF  und  PQ,  verbinde  P  mit  H  und  G  mit  P  durch 
gerade  Linien,  und  verlängere  letztere,  bis  sie  die  verlängerte  Aß 
in  S  trifft. 

Es  ist       AM^+BM^2='2AH^+2Hm,  Eiern.  IL  10. 
und    AN^  +  BN^=:2AH^  +  2HN^    Eiern.  II.    9. 

also: 

1)  .  ..AlU^+AN^+Bm+BN*  =  iAm  +  2Hm  +  2HN* 

=    AB^+iNS»+4HS^ 
=    AB*  +  lUN*  +  iHS^. 

Nun  ist: 

MN :  CD  :=:  PQ :  PR, 

Also: 

daher: 
2) MN^:BC*  =  2PQ^:PR*, 


Ferner  ist: 


«^■■Ib?H»qI""'- 


üso: 


biglich: 
3) WS'tBC^sziBQ'iPR*. 

Terbindet  man  nro.  3.  mit  nro.  6.,  so  bat  man  nachElem.  V.24: 
MN* + 4flS«  :BC»  =  2PQ*  +  4^0« :  Pß», 
Jso: 
4).  .  .  iiriV»  +  4i5r-S«:2/»Q»+4ÄQ>  =  BC*;PÄ«. 

Endlich  ist: 

AN:DB  =z^^liPR  =  BM:CR. 

Iso: 

JN*:DB»  =  BM»:CB^. 


'■*': 


von  Fermai.  5 

Dmher  nach  Elem.  V.  12: 

Da  DUO  DIP  +  CR»  =:i2DG^+2GR*,  Elem.  II.  9 

so  tat: 

5).   .    .  BC»:P(PzzAN*  +  B9n:2P(P  +  iJa(P. 

Verbindet  man  nro.  4.  mit  nro.  5.,  so  ist  nach  Elem.  V.  II.  9: 

AN»  f  Bm  =  JfiV»+4iffS« ; 

nach  nro.  1.  war: 

Altn  +  AN»  +  BSP  +  BN»  i=zAB»+  MN»  +  4//S». 

also 

AM» ^  BN»  ^  AB», 

q.  e.  d. 

1.  Zusatz.  Verlängert  man  DP,  bis  die  Peripherie  in  P 
zum  zweiten  Mal  geschnitten  ivird,  und  zieht  man  CP'^  so  ist  nach 
dem  ersten  Fall: 

AB»  ^  AM'»  ^  BN» , 

und  nach  dem  zweiten  Fall: 

AB^  =L  AM»  ^^  BN»  i 

also  ist: 

AM  =  AM'. 

Ehenso  ist,  wenn  CP  den  Kreis  zum  zweiten  Mal  in  p  be- 
gegnet und  Dpn  gezogen  wird: 

AM»^^  Bn»  =  AB»  =  AM»  +  BN»,  also  Bn  =  BN 

2.  Zusatz.  Die  Linie  CP'  schneide  die  Linie  Dpn  in  q. 
IIa  PC  Cp=  CB»  (Elem.  Hl.  36.)  =  DC,  CG  (ex  const),  so  liegen 
die  Punkte  D,  P,  p,  G  auf  der  Peripherie  eines  Kreises.  Und 
da  P'D.DP  =  DA»  (Elem.  III.  30.)  =  DC.  DG,  so  liegen  auch 
die  Punkte  C,  P',  P,  G  auf  der  Peripherie  eines  Kreises.  Also 
ist  Winkel  DGP-CPD  und  P'qD  =z  PCP^  qpC  -  P'CP 
+  PpD  =  P'CP+PGD  =  P'CP  +  CP'D  =  DPC.  und  daher  g 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  um  den  Durchmesser  AB. 


6  Ofterdinger  u   Sagel:    lieber  das  vierte  Porisma 

Satz  II.    Taf.  I.  Fig.  3. 

Allgemeiner    Satz. 

Zieht  man  in  einem  Kreis  irgend  eine  Sehne  AI^, 
an  ihre  Endpunkte  zu^ei  gleich  lange  Tangenten  AD 
und  ^Cund  zivar  so  lang,  dass  sie  als  Katheten  eines 
gleichschenkligen  rechtwinkligen  Dreieckes  ange- 
sehen werden  können,  dessen  Hypotenuse  die  Verhin- 
dungslinie  JJC  sei  (so  dass  also  AD^  +  ßC^  =  DC^ 
=  2BC^=i2AIP,  oder,  wenn  Z>C  in  G  halbirt  wird,  ßC^ 
z=z  AD^  z=  DC.GC  w erde);  so  wird,  wenn  man  von  den 
Punkten  D  und  C  an  irgend  einen  Punkt  P  der  Peri- 
pherie geradeLinien  zieht,  dieSehnei^ß  in  den  Punk- 
ten M  und  iV  so  geschnitten,  dass  man  hat: 

Aß^=AM^  +  ßm. 

Beweis. 

iVlan  ziehe  durch  P  die  LK  parallel  AB,  verbinde  G  und  i* 
durch  GP,  welche  die  AB  in  Ä  treflFe,  errichte  in  G  die  Nor- 
male GF,  welche  die  Peripherie  in  E  und  F,  die  AB  in  //  und 
die  LK  in  R  schneide,  alsdann  hat  man : 

A3i^+ßm  =  2jn^+2iumy  ^.      ..  „  .^ 
Am+ßm  =  2Aa^  \2Nm  >  •^'®'"'  "  ^' '"' 

also  1) . .  .  AM^^Am  +  BM^  +  ßlS^  =  iAm  +  2HiH^^2jyir^ 

=  AB^  +2J^W^  +  2Nm 
=  AB^  +AJSS^  +4HS^ 
(Elem.  II.  10),  und  weil  DG  =  GC\ 

also  AS  =  SM : 
=  AB*  +  MN*  +  iHS^. 


1 


Da: 


so  ist: 


MN:CD=zPia:CP 
=  BK:  CK. 


iaN*.\fJ^\  =  BIPiCK^ 


=  2fiJf«:2CAr*,  Elem.  V.  15, 
also: 

2) iaPI*:BC  =  BK*:CK*,  Elem.  V.  4. 

Und  da: 

HS.PR  =  GH:GR 

s=  BC:  CK, 


ton  Fermat*  7 

HO  f.st: 

HS  iBC  =  PR  :  CK, 

also : 

HS^:BC^z=:PR»:CK^, 

n*ler: 

3) iHS^iBC^-iPR^xCK^. 

Aus  uro.  2.  und  nro.  3.  folgt  nach  Elem.  V.  24.: 
I^m  +  4//S*:  ÄC»  =  iÄÄ«  +  4Pß«:  CA», 
also  ist: 

4)  .    .    .    JlfIV^  +  iHS^:2BK*+iPH^  =  BC^:CK^. 

Endlirb  ist: 

• 

AN:  LP z=:  AD: DL 
=  BC:  CK 
=zB/^:PK, 

also: 

AN^:LP*=  BM^:PK^ 

=z  Am+BM^:LP^+PK%  Elem.  V.  17, 
oder: 
5).    .   .    .  BC^:CK^=iAN^^Bm:LP^^PK^. 

Verbindet  man  nro.  5.  mit  nro.  4.,  so  ist : 

MN^  +  4aS* :  2BK^  +  iPR^  =  AJS^  +  BM*:  LP^  +  PK^ 

Es  ist  aber: 

2BK^  +  iPR^  =  '2LP.PK  +  iPR^,  Elem.  III.  36. 

=  2LP.  PK  +  2PR^  +  2PR^ 

=  2PK^+2PR%  Elem.  IL  5. 

=  LP^  +  PÄ«,  Elem.  II.  9., 
folglich: 

MJS*  +  iHS^  =  Am  +  ßm,  Elem.  V.  9., 

mithin  nach  nro.  I: 

AM^  +  Bm  =  AB\ 

q.  e.  d. 

SatflB  III.    Taf.  I.  Flg.  4. 

Orts-Satz. 
Es  sei  aMb  irgend   eine  Curve,    welche  von  der  ge- 


iL: 
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raden  Linie  DE  geschnitten,  die  in  F  halbirt  werd 
(also  /)F=  FjB);  es  sei  ferner  in  F  die  Normale  FCund 
durch  Cdie  gerade  Linie  GH  parallel  mit  DE  gezogen, 
dann  auf  GH  zwei  Punkte  A  und  B  gleichweit  von  C 
angenommen,  also  AC:=.  CB ,  und  von  A  und  B  an  ir- 
gend einen  Punkt  M  der  Curve  geradeLinien  gezogen»  1 
welche  die  DE  in  E  and  S  schneiden,  so  ist,  wenn 

wo  k  eine  Constante  bezeichnet,  die  Garve  ein  Ke^el- 

Beweis. 

Man  vollende  das  Rechteck  DEGH,  ziehe  Tt  und  Ss  par- 
allel  mit  flG,  setze  AC^CB—a,  DFz=FE  —  ß,  CF=y; 
ziehe  femer  MP  senkrecht  auf  GH,  welche  die  DE  in^Q  schneidet ; 
ziehe  AQ,  welche  die  verlängerte  CF  in  O  trifft,  setze  endlich 
CP=:x  und  PM^y. 


Da 


PM 


:^P=|JJ^^: 


AI 


oder: 


so  ist: 


und  da 


oder: 


f»o  ist: 


yiU'-'XssyiAU 


y 


PM:PB=Ss:B$, 

y:a  +  x  =  y:  Bs, 


Daher : 


ET  =:  Ht  ==  HA-  At  ^  a  +  ß-^ 


yia^x) 


DS=^Gi  =  Gß^Bi  =  «+/J-^^^5!^-^5 


also: 


24* 


von  Fermat.  9 


1=  («+«._?3^M^+)i(^ 

"  9 


i\mo 


daber: 


also 


A«y«  =  («+jJ)»j,«-2«(«  +  |J)  yy  +  y»(«»  +  ««), 


0  =  K«+ft"— *•»»•— 2«(«  +  |J)w+y*(«"+«^, 
•ine  Gleichung  fiir  einen  Kegelschnitt 
WSre: 

•o  wSre: 


daher: 


^        ,     2tt(«  +  <3)     .    ,.    , 


t 


eioe  Gleichung  fOr  einen  Kreis. 

Da  hiernach,  wenn  O  dieses  Kreises  Mittelpunkt  ist, 

und 

^     y 

so  ist: 

y 

ferner  ist  dieses  Kreises  Halbmesser 
folglich : 
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weil 

(a  +  i5)2-A-^  =  y^  (ex  hyp.) 
also : 

Soll  nun  ab'^  =  2A:*  sein,  so  muss  sein : 

2Ä«  =  4A«— 4lP, 
also: 

2/5«  =  A« 

Fällt  (lei  Punkt  yH  mit  a  zusammen,  so  niuss  sein: 

£a«  +  Da^  =  2;t«, 
also: 

2/>F*  +  2Fa*  =  2A«, 
Z)/-^  +  Ffl«  =  A*, 

wie  oben. 

Wenn  (a -f  i^)' =  ^'*»  so  folgt  aus  der  allgemeinen  Gleicliun{> 


oder: 


^  ""  2a (a  +  ß)y  ""  2a(a  +/3) ' 
2«(«+«,  =  „.  +  ,,, 


2a(a  +  i5) 


y  —  «•  s=  ar*. 


y         ^y      2(«  +  «»-^' 

eine  Gleichung  fiir  eine  Parabel,  deten  Axe  CO  ist,  und  deren 
Scheitel  von  C  absteht  um 

gy 
Wenn  (a-f-/})*— A*  nicht  =0  ist,  so  bat  man: 
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LMNO  construirt,  bei  welchem  wieder  LO^  ^  MN^=^LM*  ist, 
oder  (was  einerlei  ist)  welches  dem  Rechtecke  BCDE  ähnlich 
ist,  so  crgiebt  sich  leicht,  dass  AE  verlängert  durch  O,  und  AD 
durch   iV   gehen  nuiss.     Denn   es   ist  AB:AL  =  BCiLM,  also 

=  V2ßE^ :  V^2£0«  =  BE 1/2  :LOV2  =  BE:LO,  und  daher, 
weil  BE  II  LO  ist,  so  ist  A  ABEc\d\ALO,  also  LAE=zLAO; 
folglich  fallen  AE  und  AO  auf  einander. 

Zusatz  6.  Es  ist  daher  amch  LD^+ ME^  =  LI^;  OD^ 
+  ZV£:a  =  2JLÄ2  =  2(LiH«  f  ME^)  u.  s.  w. 

§.  6.  5.  Allg^emeinerer  üeliriiatK  (von  dem  die  Lehr- 
sätze 2.  §.3.  u.  4.  §.5.  besondere  Fälle  sind).  (Taf.  Il.Fig.a) 

Wenn  man  auf  der  Hypotenuse  i?C  ein  es  rechtwink- 
ligen Dreiecks  ABC  ein  Rechteck  BCDE  beschreibt, 
dessen  andere  Seite  BE  =:nBC  ist  und  die  Spitze  des 
rechten  Winkels  A  mit  den  Ecken  E  und  D  des  Recht- 
ecks BCDE  verbindet,  so  wird  die  Hypotenuse  BC  da- 
durch in  F  und  G  so  geschnitten,  dass  BG^+CF*=BC^ 
+  (1— 2n2)FC2  ist. 

Beweis. 

Construirt  man  wieder  das  Rechteck  FGHK,  so  ist  FGHK 
CO  BCDE  (§.!.),  also  FK=GH^nFG.  Zieht  man  BH 
und  CK,  so  ist: 

BG^zziBm^GH^  =  AB^+AB^—GB^ 
CF^  =  CK^  -  FA'2  =zAC^  i  AK^"  FK* 

BG^+  CF»  =  AB^+AC*  +  AH^i-AK^—^FK^ 
=  ÄC«  +  FG^-^n*.  FG^ 
=  ÄC«  +  (1-2««)FG«. 

Zusatz  1.    Zieht  man  wieder  EG  und  DF,  so  ist: 

EG^=BG^+B£^=BGHn^ .  /?C« 
DF^=CF^+CD^=  CF^i^n^.  BC^ 


EGHDF^=BG^+CF^+27i'^.  BC^^BC^+^n^.  BC^+  (l-2ii«)  FG* 
=(l  +  2ii«)ÄC2+(l-2ii2)  FG^. 

Zusatz  2.  Ist  71=1,  d.h.  gelten  die  Voraussetzungen  von 
§.2.,  so  ist  ÄG^f  CF«  =  ÄC»  +  (1  — 2)FG«=:  ÄC«-F6'« 
(wie  §.3.)  und  FG*-f/>F*  =  3ßC«— FG«. 

Zusatz  3.  Ist  n  =  Vii  d.  h.  gelten  die  Voraussetzungen  von 
§.4.,  so  ist  ÄG«+CF«=:ÄC»  +  (l-2.i)FG'«  =  ÄC»,  and  EG^ 
+  DF*=z2BC^  (wie.  §.  6.  and  §.&  Zu«.l.). 
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der  ein  Rechteck,  so  erhält  man  Lehrsatz  4.  §.  6.  als  besonderen 
Fall  von  Lehrsatz  7.  Zusatz  3. 

Zusatz  5.  ßeschreiht  man  einen  Kreis,  von  welchem  AB 
Chorde  und  AE^  also  auch  BD^  Tangente  itjit,  so  geht  dieser 
Kreis  durch  die  Spitze  C  des  Dreiecks  ABd  und  das  Trapez 
ABDE  gehurt  auch  zu  jedem  anderen  liher  AB  als  Grundlinie 
beschriebenen  Dreiecke,  dessen  Spitze  auf  der  Peripherie  des 
Kreisabschnittes  ACB  liegt,  da  der  Winkel  dieses  Kreisabschnitts 
konstant  =  ACB,  also  auch  ==  BAE  ist.  Dadurch  geht  der  vor- 
anstehende Zusatz  4.  in  Satz  I.  und  Zusatz  3.  in  Satz  U.  von 
Herrn  Professor  Ofterdinger  über,  welche  also  beide  beson- 
dere Fälle  des  7.  Lehrsatzes  sind.  Ebenso  Hessen  sich  durch 
Zusatz  L  ü.  2.  zwei  analoge  Porisniata  wie  Satz  1.  und  H.  ableiten 
für  den  Fall,  dass  m  =:n,  oder  dass  AE  =•  BD  =  CD  wird. 

Zusatz  6.  (Taf.  II.  Fig.  IL).  Verlängert  man  CA  und  CB^ 
bis  sie  die  Verläns^erungen  von  DE  in  L  und  M  schneiden, 
so  ergibt  sich  leicht,  dass  ^AEL  OJ  \  BFA  und  ^BDIIJoo 
A  CGB  ist;  mithin  ist  auch  ^  AEL  OJ  ^  BD31 ,  und  daher 
LE:BD  =  AE:DM,  oder,  weil  AE=BD  ist,  LEiAEiDM. 
Daher  ist  AE  mittlere  Proportionale  z\vischcn  LE  und  DiV,  also 

AE^  =  LE.D3I.     Aber  AE^  =2^  ED^;    folglich   ist    auch   hier 

LE.DIU z=z  -n  ED^,    woraus    sich    wieder   für    die    besonderen 

Fälle,    dass    m:ii=:l:l,    oder   f/i:n  =  l:V2,    und    ebenso  dass 
ACB  =  90**  M,  besondere  SStze  ergeben. 

Zusatz  7.  Auch  ergibt  sich  auf  gleiche  Weise  wie  in 
§.6.  Zusatz  5,  dass,  wenn  man  auf  LM  ein  gleichseitiges  Tra- 
pez konstruirt,  welches  dem  Trapeze  ABDE  und  dem  Trapeze 
IJKGF  ähnlich  ist,  die  Verlängerungen  von  CE  und  CD  durch 
die  Winkelspitzen  dieses  Trapezes  gehen  müssen,  und  so  fort  ia 
inflnitum. 

Schlussbemerkung. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  bisherigen  Sätze  sSromtlich  aucb 
in  der  Form  von  geometrischen  Oertern  ausgesprochen  werden 
können,  z.B.:  „Wenn  in  einem  gleichseitigen  Trapeze 
die  eine  der  parallelen  Seiten  gleich  jeder  der  nicbt- 
parallelen  ist,  so  ist  ein  über  der  zweiten  parallelen 
Seitesr  beschriebener  Kreisabschnitt,  dass  jede  nicht* 
parallele  Seite  Tangente  an  denselben  ist,  der  geome- 
trische Ort  für  die  Spitzen  aller  über  der  ersten  Paral- 
lele beschriebenen  Dreiecke,  deren  Seiten  die  sweite 
Parallele  in  drei  stetig  proportionirte  Stücke  theilen. 


'^  • 
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II. 

Oeber  das  Problem  der  Rotation  eines  festen  Korpers. 

Von 
Herrn  Professor  Dr.  Ladislaus  ZaJi^czkowBki 

in    Warsclia". 


% 


Herr  Ricbelot  gibt  in  seiner  Abhandlang  Ober  das  Problem 
^  Rotation  eines  festen  Körpers'  die  betcannten  Störungsglci- 
cbaogeii  in  der  Form,  wie  sie  von  Jacob i  im  5ten  Bande  der 
Cofflptes  rendus  aufgestellt  worden  sind  und  erwähnt,  dass  der 
Beweis  tbeilsin  der  Abhandlung  Jacobi 's  (Crelle,  Band  XVII.) 
begründet  ist«  theils  auf  dieselbe  Weise  ausgeführt  werden  kann, 
deren  sich  Desboves  (Liouville,  Band  XIII.)  in  einem  spe- 
eielleren  Fall  bedient.  Der  allgemeine  Beweis ,  dessen  ich  mich 
bei  meinen  Vorlesungen  über  analytische  Mechanik  an  der  hie- 
sigen Hochschule  bediene,  dilrfte  wegen  seiner  Klarheit  und>  fast 
laoebte  ich  sagen,  wegen  seiner  elementaren  Darstellung,  wohl 
werth  sein,  bei'm  Unterrichte  in  der  analytischen  Mechanik  be- 
riieksichtigt  zu  werden. 

1.    Sei  mir    erlaubt  zuerst  eine    rapide    Darstellung   einiger 
bekannten  Formeln  vorauszuschicken.    Sind 


J) 


Fa=:0        [ä=1,  2 ;>] 


1  f  Bedingungsgleichungen,  denen  die  Coordinaten  eines  Systems 
^  vsa  «  materiellen  Punkten  unterworfen  sind,  sind  ferner  Xt^  yr,  u 
'    ffe  Ceordinaten   desjenigen  Systemponktes,    dessen   Masse  ntr 
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i»t,  «ind  endlich  Xr,    Tr,  Zr  die  nach  den  CoordinatemoeM 
oommeoen  Componeoten  der  anf  m,  wirkenden  Kraft,  »o  If 
sich  im  Falle  der  Kriftefonction,  wo  also  '« 

_      317       „_8Ü  du 

*'=ä5'r'       ^'-^r'      ^-dzr 

wt,  die  Bewegaogsgleicbnngen  des  Systems  so  darstellen: 

I 

as  ]        d*yr        du  ,  *^,  dFk       ^       ,  _        , 

2> j'«'-^=^  +  *£**^'    t"»».«.-.-! 

Bekanntlich   lassen  sieb   in  Folge   der  p  BedingangagleicbuBgei9 
1)   die   3it   Coordinaten   durch  3»— /?  =  f}t  andere  Variabele   f» 
[s  =  1  y  2, . . .  • » nt]  ausdrücken.    Führt  man  letztere  ein»  so  lasse« 
sich  die  Bewegungsgleichungen  2)  nach  Lagrange  in  die  Fora 
bringen : 

d  (hT\      8T     ÖC7  _ 
3) \      .  [f=l.9,....,»] 

wo  7*  d|o  Summe  der  lebendigen  Kräfte  des  Systems  in  den  oeuen 
Variabein  9«.  gt'  ausgedrfickt  bezeichnet 

Sota!  man  endlich 

'^ p^  —  p*» 

boallmmt  au«  diesen  m  tilelchungen  die  q^  durch  p«,  sobstitoirt 
ill«  t»rKalt<»nen  Wertbe  in  obige  Gleichangeo  3}»  so  werden  «elbe, 
InlU  l)  die  Xelt  i  nicht  expiidte  entbilt,  in  die  Form  g«. 
biai'bl  i 

w^   f  4e«  WeHh  bes»kb«et>  weMiM  4le  "i^immi  der  MbMidigM 
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Krlfto  Dach    TolhogeDer   Substitatioo    der  Wertbe    f&r    q%'   aus 
4)  anniamt. 

Denkt  man  sich  nan  die  p%  ab  partielle  Differentialqaotienten 
later  Ordnung  einer  Function  q  der  Variabein  9«  nach  q%  ge- 
■orameo,  setat  alaa  allgemein 

ao  wird  nach  dem  Hamilton- Jacob! 'sehen  Satze  die  voll- 
itindige  Losung  (Solution  comptöte)  der  partiellen  Differential- 
gleicbang  Ister  Ordnung 

6) T-t7  +  ««  =  Q, 

wo  an  eine  willkfirllche  Constante  ist,  nSmlich 

q=r. 

»0  die  Function  f  die  Variabein  q,  (ohne  i)  und  m  —  I  willkür- 
kke  Constanteu  a| ,  Oj»  ....,  Oni.i,  von  denen  keine  bloss 
iddirt  ist,  enthält,  die  Eigenschaft  besitzen,  dsss  das  System 

7) 

if  df  df  _ 

^^ ßitß%9  '"•»  ßm  weitere  m  willkOrliche  Constanten  sind,  die 
bfegralgleichungen  der  Bewegungsgleicbungen  5)  darstellen  wird. 

Ist  nun  Sl  eine  zur  Kräftefnnction  hinzutretende,  die  söge- 
oanote  Storungsfunction ,  so  werden  die  Differentialgleichungen 
des  gestörten  Problems  sein: 

di  ""  dp. 

8) {  r«=l,2,....,ml 

dt  dq. 

Lag  ränge  (M^anique  analytique  III.  edit.  tome  K  p.  310)  hat 
dass,  wenn  man  die  Anraogswerthe  der  Variabein  f«,  p., 
lie  ich  respective  durch  a«,  b§  bezeichne,  als  die  zu  variirenden 
Sonstanten  einfahrt,  die  Gleichungen  8)  umgeformt  werden  in: 

dog  _^      8ä 

dT""      86,' 

9) <  [«=1,2,  .....ml 

d6,__8Ä. 

di ""    Sä;;' 


1 

r 
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«08  denen  diejenigen  Zeitfunctionen  o«,  6«  zu  bestimmen  sind« 
welche,  für  d««  6«  in  die  Losung  7)  des  ungestörten  Problems 
5)  substituirt,  jene  Losung  in  die  Lösung  des  gestörten  Problems 
8)  umwandeln. 

Es  ist  aber  ein  (Jebelstand,  dasa  die  Integration  der  Giei* 
cbungen  5)  nicht  die  Constanten  o«,  b,  eingeführt  hat;  daher 
w^re  es  wunschensuerfh,  ebenso  einfache  Gkichungen,  wie  jene 
9),  aufstellen  zu  können,  aus  denen  unmittelbar  die  Zeitfunctionen 
fiir  die  Integrationsconstanten  er«,  ß^  berechnet  werden  könnten. 
Jacob i  hat  dieses  Problem  gelöst,  indem  er  am  angegebenen 
Orte  gezeigt  hat,  dass,  wenn  man  in  den  Gleichungen  8)  des 
gestörten  Problems  für  die  Variabein  9«,  /i«  die  Constanten  a«,  ß^ 
einfuhrt«  jene  Gleichungen  in  andere  von  derselben  Form  wie  die 
9),   nftmlich  in 

10) {  [«=1.2,....,iiiJ 

^  dß, m  ^ 

dt  Sa, 

übergeben.  Den  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  hat  DesboFes 
(wie  gesagt)  in  einem  specielien  Falle  geliefert«  der  allgemeine 
Beweis  wäre  etwa  folgender. 

2.  Setzt  man  in  7)  f  =  0,  und  ersetzt  gleichzeitig  die  Variabein 
9«,  p«  durch  ihre  respectiven  Anfangswerthe  a^,  b»,  so  erhält 
man  den  Zusammenhang  zwischen  den  Constanten  a«,  6«  und  je- 
nen a«,  6b  in  der  Form: 

"> i  r»=1.2.....,m] 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  die  Constanten  a^,  bg  durch 
o«,|3«und  umgekehrt  die  Constanten  er«,  ßg  durch  a«,  6«  ausdrücken. 

Denkt  man  sich  die  d«,  6«  durch  er«,  ß^  ausgedrückt  and  in 
Ä,  wie  sie  in  9)  vorkommt,  hinein  substituirt,  so  wird  Sl  als 
eine  Function  der  «.,  ft  allein  zu  betrachten  sein.  Ihre  Diffe- 
rentiation  nach  er«,  ß^  gibt: 

asi 


l  _  "^rdSl  Bat,      dSl  Bb^-^ 
Sag  ""  P-31  Loa»  Scr«      Bbp  8a«  ü  * 

8Ä  _  »^  r  ££  Sfl^      8Ä  a6r"I. 
Bß.  —  ^  LBop  Bß.  ^  Bbp  Bß.A' 


i 
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kroaeh  9) 


n  bt: 


8a,  ■"  »=i  L  rf/  öa.         rf<  5«7  J  * 

dt  ^Ja  LS^~dT  '*'dß'u'ät\\' 

dby  __  ^  rdby  dau      dby  dßu'l 
dt  ~  «=i  Loa«  dt   ^  Bßu  dt  S 


5tzt  man  daher   diese  Werjthe  In  obige  Auadriicke    und    führt 
Igende  Bezeichniingeo  ein: 

^^rdopdbp       Sapdbv'l  ^  ^  , 


f      •       •       •        • 


ü^  Lä/J«  8a.  ~  8a.  dßuJ  —  LP-  «•]> 
«^r8/i»  86»      8/7»  8Är"| p       ^  , 

•f  1  Le^ä^ ""  8S  8^ J  -  ^''■'  ''•J' 

»=^r8/?p  dbv      8/7»  8/?»"|      p       ^  ^ 


jdßu  8j3«      8^.  8/J, 
erhält  maD  die  bekannten  Formeln: 


8Ä  «=ni  |^|;^jj  ll=fll 


Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  die  CoefBcienten 

[«tt,  aj,    [ßup  ß,] 

fede  Combination  der  Indices  tc»  s  aus  der  Reihe  1, %....,  m 
;b  Null,  und  die  beiden  anderen  CoefGcienten 

[ßuf  a,],    [au,  ßg] 

dann  von  Null  verschieden  sind,  wenn  die  Indices  u,  s  ein- 
V  gleich  sind,  und  zwar  wird  in  dem  besonderen  Falle  ti  =  « 

[a.,  !?.]==-[/?.,  a.]  =  +l 


r    »        •  »- 


24  ZaJ^ezkowski:  üeöer  das  ProbL  deräoiai.  eHU9/M€mf§rß:\i 

Der    Beweis    ist  mit    Hfilfe   der  Gleichnngeo  II)    leieht 
fGbren. 

Oifferentiirt  man    die  Function  /*,  wie  sie  in  11)  vorkoma^^ 
total  nach  a«  oiid  bedenkt,  dass  /*  die  GrOsse  a«  nicht  nur  ezpli- 
cite,    sondern   auch    implicite  enthSlt,    insofern    nämlich  die  fai< 
ihr  enthaltenen  Grossen  a,  von  o«  nach  11)  abhängen,  so  wird 


8a«         \8a«/       r=i 


oder,  da  nach  11);  der  nach  dem  expliciten  o«  genommene  DiCt- 
rentialquotient 


(£) = ^" 


und  fiberdiess 


V  _ 


=:bv 


ist. 


v_ 


9ao 


Ebenso  findet  man 


gi.  =  '*'+.d.*'ä5:' 


8/  •="      8<i, 


DiiFerentlirt  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  nochmals» 
und  zwar  die  erste  nach  Os,  die  letzte  nach  a«,  und  Bieht  her* 
nach  die  erste  von  der  letzten  ab,  so  findet  man  nach  12) 


indem 


[««,  «J  =  0, 


9o«das       9ff«9o«  '    9tt«^9oM  "^  9aH9o« 


ist. 


Geht  man  von  den  Diflerentialquotienten  Kg-»    ä^aos«  und  difle- 

rentiirt  man  selbe   nochmals    respective  nach  /!^,  ^9,    so    findet 
man  ebenso: 

Ißu»  M  =  a 

Auf  dieselbe  Weise  wird   der  Satz  Rir  die  beideu   anderen 
Coeflicieoten  bewiesen. 

Hiermit  gehen  die  Gleichungen  13)  über  in: 
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14)  . {  [s^\X ml 

di  dtt«  ' 

welches  die  Jac ob i 'sehen  Gleichangen  sind. 


III. 

Integration  der  Differentialgleichung 
in  welcher  X^  x  und  fi  constante  Zahlen  bezeichnen. 

Ton 

Herrn  Simon  Spitzer, 

ProfeMor  am  Polytechnikam   in  Wien. 


Das  Integrale  der  Gleichung  (1)  ist»  nach  der  Laplace'schen 
Methode  bestimmt,  folgendes: 

(2) 
o 
o 

0 
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▼orausgeseUt,  dasa 

die  n — 1  Wurzeln  der  Gleichung 

«■-*  —  «  =  0  (3) 

l — tt 
bedeuten,  fi  und    ■  positive  Zahlen  sind,  und 

willkilrliche  Conatanten  repräaentiren.     Man  kann  y  auch  so  dar- 
atellen: 

/i  ^  -1 

«M-i  (1  — u"-»)«-»      [  Ci  e»t«*  +  Q  ««»»'  +  . . . . 

n 

....-hCi-ie"»-!»]«!«, 

um    sich,   wenn  man  will»  durch  directe   Snbatitutlon    voo   der 
Richtigkeit  dieses  Integrales  zu  überzeugen. 


i 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  fi  und  — -j  ganze  positive  Zah«    \ 

len  sind,  laust  sich   die  Integration  leicht  wirklich  dorchRihrea;    < 
denn  man  erhält,    wenn    man  von  folgender    bekannten  Formel 
Gebrauch  macht: 

für  den  in  (2)  stehenden  Werth  von  y  nachstehenden  Ausdmck: 

5) 


-hG.-.e-.-i'[?^^-^-?%:i>+?:^^>-....] 


+ 


rv(0)     g>'(0)  .  g)"(0)        -| 
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h  welchem 


I    ud 


C;  =  -(C,  +  C,+....  +  Gi-i)  (6) 

q>(u)  =  (««-» —  «)«->  (7) 

üit»  und  in  welchem,  weil  q>(u)  als  ^anzc  algebraische  Function 
von  u  vorausgesetzt  ist,  die  in  den  eckigen  Klammern  stehenden 
Polynome  ahhrechei^,  somit  %*on  endlicher  Gestalt  sind.  Es  lässt 
sich  leicht  darthun,  dass  der  in  (5)  stehende  Ausdruck  der  vor« 
gelegten  Differentialgleichung  genügt,  seihst  wenn  die  in  (6) 
stehende  Gleichung  nicht  stattGndet,  und  dass  somit  der  Aus- 
druck (5)  für  willkürliche  Werthe  von  C] ,   C^ Ca-i,  Cm  das 

▼ollstäiidige  Integrale  der  Gleichung  (I)  ist. 


Sind  fi  und  — ;^|-  wohl  positive»  aber  keine  ganzen   Zahlen, 

so  ist  dss  iu  (2)  steheude  y  nicht  das  vollständige  Integrale  der 
▼orgelegten  Gleichung.  Die  Gleichung  (I)  ist  nämlich  von  der 
flies  Ordnung,  ihr  vollständiges  Integrale  muss  somit  n  willkfir- 
iiefce  CoDstanteu  enthalten.  Das  in  (2)  aufgestellte  5^  hat  aber 
Moss  n — 1  willkürliche  Constanten,  es  muss  daher  dieses  y  noch 
durch  ein  particuläres  Integral  completirt  werden. 

Id  dem  speciellen  Falle,  wo  k  eine  ganze  positive  Zahl  ist, 
ist  es  mir  gelungen,  das  vollständige  Integrale  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  aufzustellen.  Bevor  ich  diess  zeige,  will 
ich  darthun,  dass  die  zwei  DifferentialglcichuDgen : 

d^2  rf"""*i  dt 

Integrale  haben,  die  in  folgendem  analytischen  Zusammenbange 
stehen : 


Ar« 


(9) 


Denn  setzt  man  das  so  eben  aufgestellte  t  in  die  Gleichung  (8), 
so  erhSit  man  Identisch; 
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d—^ 


^['S+'^-('I+"»)1 


Es  lAt  also. 

für 

identisch  Nail,  wenn 

gleich  Null  ist,  was  za  beweiseo  war.  Es  genügt  demnach,  die 
Integration  der  Gleichung  (1)  zu  zeigen  ßr  Wertfae  von  A,  die 
gleich  1,  2,  3,  ....,  n — 1  sind,  and  diess  soll  nan  geschehen. 


Ich  setze  voraus,  dass  das  Integrale  der  Gleichung 

bekannt  ist,  und  behaupte  dann,  dass  das  y,  welches  der  Glei- 
chung (I)  in  dem  Falle  genügt,  wo  X  eine  ganze  positive  Zahl 
ist,  folgende  Form  habe: 


0 


r  ^^ «/»-"  *<^)  {ux)  du,      ( ") 


woselbst  ^<^)(tMr)  der  Ate  DiSerentialqnotient  von  q>{ux)  ist  ^ 
Cm  diess  zu  beweisen,  substituire  man  den  eben  aufgestellten 
Werth  von  y  in  die  Gleichung  (I),  man  erhält  sodann,  da 


-«-1 


ff    =y*   e      ^^t«/'9>^Hl)(tt;p)d||. 


o 

»00       — 


,(»-»)=/*     e~  ■"*ii'»*--*,)(A4—i)(«,)d,, 
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X 


y(«)  =  /       e     ■"*  uH^-»  ^H«)  (ii^r)  du 


o 


wt,  als  Resaltat  der  Sabstitution: 

12) 

o 

=  %  f     e     ■"*  «A*-*  [lor  g)(Hi)  (ux)  +  f»  <p<*)  (iw?)]  du, 
•      u 

«nd  diese  Gleichang  soll  Ideotisch  stattfindeo. 
Aas  der  Gleichung 

a:q>i*)(a!)zs»tp(x)  (10) 

Wlgt  darcb  ilmaliges  Differenziren : 

f     nA  Mtit  man  hierein  ux  anstatt  x,  so  erhält  man: 
\  fur^M*)  (tM?) + Ag)<H^i)  (ux)  =  «g)(^)  (im?). 

Wird  TOD  dieser  Gleichong  Gebrauch  gemacht,  so  vereinfacht  sich 
die  Gleichang  (12)  and  geht  fiber  In: 

13) 


je  u«^A«-«  ^(A)  (Mar)  du 


o 
•— 1 


0 

RoB  iet  aber: 


=  /       «     *"*  iiA«-i  [lu?  g)(Hi)  {ux)  +  ft 9«*)  (im:)]  dtt. 


/cp    --z-T             ,                         /»»    ----r      tfyw(i 
e     ■^*iiA«j:g>(H»)(iMr)dii  =  /       e     ""V 3^ 

o  0 

sjs     "^•^g)(*)(i«r)|     —J       e    ^'*^aM-i(^-u»-i)g,a)(u:t)dM; 

«  0       • 


r, 
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folKÜch  hat  man,  diess  beTflcLuicfatigend,  statt  der  Gleichung  (I9J 
folgende  Gleichung: 


I«     ■~'ie"9.(»)(i»a;)  J      = 

und  diese  ist  identisch,  falla 

e      ■-'  iiP9(1|(m3:)  =  0 
ist,  sowohl  für  u  =  0,  als  auch  fSr  u  =  x  • 


£s  ist  uns  Bomit  in  dem  Falle,  aln  fi  und  - 
len  sind  —  von  denen  wenif^slens  eine  gebrochen  Ist  —  nnd  1 
eine  ßanxe  iiositive  ZdHI  hezeichnet,  (gelungen,  das  Integrale  d« 
Gieicbiing  (1)  abhSngig  eu  machen  von  dem  Integrale  der  Glei- 
chung: 

««pW(a:)  =  X9>(:t).  (10) 

Diese  Gleichung  hat  aber  bekanntlich  unter  Ihren  n  verschiedeneD 
partibulSren  Integralen  eines,  welches  rinen  Logarilhmus  tod  « 
al«  Beatandtheil  hat,  und  welches  in  der  Form 

P+Qloga: 

auHritt.  Dieiies  eine  partibulüre  Integrale  fassen  wir  besonder« 
in's  Auge,  es  ist  diess  duKJenige,  das  sich  der  Ermittelung  mittelst 
der  Laplace'xchen  Methode  entzog;  fiigl  man  diesa  eine,  mit 
einer  willkiihrljchen  Constanten  multi[ilicirt,  zu  dem  io  (2}  aargs- 
stellten  Integrale  hinzu,  ho  erhSIt  man  das  vollständige  Integrale 
der  vorgelegten  Differentialgleichung. 


Die  Gleichung  (I),  deren  Integrale  wir  so  eben  in  folgender 
Form; 


=/" 


"  t*/'->v(')(ar)d«  (II) 

ermittelt  haben,  gestattet  auch  folgende  Aufschreibweise: 
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dx 


Non  lS«st  sich  nach  einem,  von  uns  im  63sten  Bande  von 
Crelle's  Journal  fflr  Mathematik  aufgestellten  Satze  das  Inte- 
grale der  Gleichung 


■Kai      S^4      *«ft«mli4«n  • 


P»)]  (15) 


kesliiniDeo;  es  ist  Dimlich: 


o 


e  ^{vx)dvt 


(16) 


wobei 


*(«) 


O 


.11—1 


00       » 

e 


uf^-^<p^>){nx)du 


irt,  falls  nur  zwischen  den  n  in  <p(:r)  vorkommenden  willkdr- 
fickeo  Constanten  eine  Bedingungsgleichung  erffillt  wird.  l)em- 
tteh  erhält  man  als  Integrale  der  Gleichung  (15) : 


=/"/ 


00      — 

e 


n-l 


HA*-*  fpih  {uvx)  du  dv. 


Mittelst  wiederholter  Anwendung   derselben  Methode  lassen 
fieb  Dan  auch  die  Integrale  folgender  Gleichungen  ermitteln: 

^^[j:«'  +  (A+ 1-11)2]  =  »aj*(a:»'  +  ^i). 
^=^[a:i'  +  (A+  l-n)2]  =  xx^(x2'+iiz). 
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IV. 

Kennzeichen  9    ob    eine  'Gleichung  dem   namerischen 
Werthe  nach  gleiche  y  dem  Vorzeichen  nach  entgegen- 
gesetzte Wurzeln  besitze. 

VOD 

Herrn  Franz  Müller, 

ProfeMor  am  Kon.  Böhm.  Polytechniliiim  in  Prag. 


Es  sei  gegeben  die  Gleichung  F(;r)  =  0,  und  schreiben  wir 
von  derselben  die  abwechselnden  Glieder  mit  ihren  Vorzeichen 
nebeneinander,  so  erhalten  wir  zwei  neue  Gleichungen  (p(s)  and 
jnf;(^)y  wobei  q>(x)  und  ^(x)  Polynome  sind,  deren  Glieder  nur 
gerade  Potenzen  von  x  enthalten.    Z.  B.    Es  sei 

F(x)  =  a:*+Cia?*  +  c^x^  +  c^x^  +  c^x-i-c^  =  0, 
so  ist: 

qf(x)  =  C|  d:*+  Cj  j:*  +  C5. 
Es  ist  demnach 

FXx)  =  q>ix)  +x  fifix)  =  0. 

Nehmen  wir  an ,  der  Gleichung  F(x)  ^  0  werde  durch  die  Sab- 
stitution  -|-  09  und  —  or  Genfige  geleistet,  oder  die  Gleichang 
F{x)  =  0  besitze  dem  Werthe  nach  gleiche,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzte  Wurzeln;  es  sei  demnach 
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F(+  »)  =  0  und  F(— »)  =  0, 
•Eo  ist  aoch 

9(cd)-|-id^(cd)  sssO,    v(— »)  —  a>^( — co)  =  0; 
•od  da 

g)(a>)  =  g>(—  oo) ,     ^(w)  =  !/;(—  w) ; 
so  ist: 

9(c0)  -|-  o>t^(oo)  =  0, 

und  folglich  aoch 

q>(<o)  =  0  und  1(^(0))  =  0; 

unter  dieser  Voraas8etzang  wird  folglich  aach  den  Gleichungen 
^x)  =  0  und  ip(x)  =  0  durch  die  Substitution  -f  o>  und  —  o 
Geofige  geleistet. 

Besitzt  demnach  die  Gleichung  F(x)  =  0  numerisch  gleiche, 
dem  Zeichen  nach  entgegengesetzte  Wurzeln,    so  besitzen  auch 
die  Gleichungen  9(0:)  =0   und  tf;(j;)  =  0   dieselben    gleich   ent- 
gegengesetzten Wurzeln.    Das   grusste  gemeinschaftliche  Maass 
twischeo  ^(.v)  und  ^(jx)  enthSit  folglich  alle  gleich  ^tgegenge- 
wtxten  Wurzeln  der  Gleichung  F{x)  =  0. 

Beispiel.    Es  sei  gegeben  die  Gleichung: 

s^^Zx^  +  a?« — 4:r^  +  ««  +  13a:«  +  5a:*  -  l&r»—  12ar«  +  4.r  +  4  =  0, 

so  ist: 

y(a:)  =  «10  +  a:«  f  o?«  +  5a:*  —  12ar«  +  4 , 

^(o:)  =  3ap«-4a;«  +  13a:*— 16a:«+4; 

iwiflchen  ip{x)  und   ^(or)    das    grusste   gemeinschaftliche    Maass 
gesucht  erhalten  wir: 

a:«— a:*  +  4a:*— 4. 

Die  Gleichung  x^ — o;* -f  4a;* -- 4  =  0  enthält  daher  alle  gleich 
entgegengesetzten  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =  0. 

Setzen  wir  o:*  =  2,  und  untersuchen  wir  die  so  erhaltene 
Gleichung  s'— 2*-|-4z — 4  =  0  ebenfalls  auf  gleich  entgegenge« 
setzte  Wurzeln,  so  ist: 

9(z)  =  — 2«  -  4,     T/;(2)  =  2«  +  4; 
Ibiglicfa  x^-M  das  grQsste gemeinschaftliche  Maass,  und  zi==-|-2V— I, 
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z%  =  — 2V— 1.    Die  Wurzel  i^  erhalten  wir  durch  Divisioo 
2*  -  2*  +  42 — 4  mit  2*  4  4,  es  ist  2,  =  +1. 

Die  gleich  entgegengesetzten  Wurzeln  der  Gleichung  l^;r)=0' 
sind  daher: 

oder  falls  wir  die  ersten  zwei  Wurzelpaare  auf  bekannte  WelM 
transformiren,  so  ist: 

Von  der  gegebenen  Gleichung  lüten  Grades  bleibt   nur  noch  iBi 
Gleichung  4ten  Grades  ;r*  ^  3a;' -f  2jr*  —  j:  —  1  :=  0  aufzulGsen. 


V. 


Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 


Ton 


Herrn  Professor  Dr.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  in  Carltrnhe. 


Im  Nachstehenden  betrachte  ich  die  Differentialgleichung 
in  der  Xm%  JT«-! >...•»  ^^if  -^o  ^'^'^  Funktionen  von  x  (oder  Kon- 


der  linearen  IHIferentlaigieichungen, 


35 


•tenten)  sind.  Daias,  wenn  jfi,....,^»  Funktionen  sind,  vi'elehe  der 
(1)  genagen, 

y  =  Ciy,  +  Qjft  +  ....  +  Cnyn  (2) 

ebevfalU  genOgt,  setze  ich  natürlich  als  bewiesen  voraus.  Wenn 
awiinchen  den  Grossen  5^1«....,  yn  eine  Gleichung 

benteht.  so  werde  ich  sagen,  es  bestehe  eine  lineare  Beziehung 
Biiter  denselben.  Dabei  setze  ich  a|,....,Oii  als  konstant  vor- 
ao0,  nnd  dürfen  ganz  wohl  einige  dieser  Grossen  Null  sein. 


{.  1. 
i«'>  3i9  y%»"'**yr  Funktionen  von  Xy  und  es   werde  ge- 


setzt : 


(4) 


^y\ 

dx ' 


y%^ 


yr 


•  •  • » 


%  •  •  •  •  > 


dx 


M  ist  die  Determinante  M  eine  Funktion  der  türSaseu  y\,..>.,y  ; 
jri'»-*-»y'»';  ••••»  »i'*""'' .y/'-'':  nnd  folglich: 

D«n  Grandeigenschaden  der  Determinanten  xufolge  ist  aber: 
^,,  (•+')+....+ ^Jfr<'H'=0;    ,  =  0,  1,2, r-2: 


•o  da««  aUo: 


(8) 


dif  SU  d/U  dM 


w 


der  linearen  DtfferennaloleUhungen. 
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8ir 


hu 


d     BM 


d     dM 


W^^ '    öyi«'-" '     ""  dxdy,  ('-')  •      dx  8y,('-») ' 


SM 


keitiiuneD.  Ist  dud  nicht  k    ("_|)  identisch  Null,  so  ergibt  sich 
m  (8)  oDcl  (9) : 


dM 


J*_        d_ 

hfjr-i)       dx  8y«('-»)  I 


9M 


1        d     diu 


dja 


dM    —  d 


dM     dx  ay«('-»l 


^,(r-l) 


,f_SM\_,/BM\  dM  BM 

1»=  1,2, i  —  1, 1  +  1,  ..•.,r. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  erste  (8)  ein,  so  ergibt  sich: 

(10) 
^!/i  +^y«  +  ....  +  c«-iyf-i+y«  +  c«4-iyt+i  +.,..  +  Ciiy«=  0. 

Wean  also  die  (6)  identisch  besteht,  so  besteht  nothwendig 
iwifcheD  den  Fnnlctionen  yi,  .,..,  ^n  eine  lineare  Beziehung. 
Dttiu  aber  folgt  weiter,  dass,  wenn  eine  solche  lineare  Beziehung 
»Hieben  den  eben  genannten  Funktionen  nicht  besteht,  auch  die 
€%*ciDng  (S)  nicht  stattfinden  kann. 


§.  2. 

Wir  wollen  annehmen,  yi  sei  eine  Funktion  von  x,  welche, 
an  die  Stelle  von  y  gesetzt,  der  (I)  identisch  genüge.  Sodann 
trollen  wir  in  dieser  Gleichung  setzen: 


y'^ffif^äx. 


(11) 


wo  fp  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  x  sei  und  wo  wir  dem 
«nbestimmten  Integrale  keine  willkührliche  Konstante  zufiigen 
wollen.  Dann  erhält  man  aus  (1)  zur  Bestimmung  von  fp  eine 
Cleichung  der  Form : 

*-»^+*"-»£^+.   ••+«.^^+«o9'  =  0.     (12) 

n  frelcher  <I>»— i, ,  O^  bekannte  Funktionen  von  x  sind,  die  mit 

▼on  dem  Werthe  von  ^j^   abhängen.    Die  (12)  ist  abermals   eine 
üaeare  Differentialgleichung,  aber  nur  (it — l)ter  Ordnung. 

Aogenomnen  nun,  man  könne  n— 1  Funktionen:  fpi ,  9)«,....,  <pn^\ 


.-^ 
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finden,  welche— jede  Rir  sich  —  der  (12)  genfigen,  und  iwiechen 
denen  keine  lineare  Bexiehung  besteht,  so  genügen  hiernach 
der  (i): 

Vi»  yif9i^^>yifsP*dx yyifq>n-'\dx.  (13) 

Dies  sind  n  Funktionen,  zwischen  denen  eine  lineare  Beziehung 
nur  bestehen  künnte,  ivenii  eine  solche  zwischen  den  q>  hest&nde, 
was  wir  nicht  voraussetzen. 

Für  n  =  1  liefert  die  Gleichung  (I): 


y  ==  ce 


«X 


demnach  gibt  es  ffir  lineare  Üiflferentiali^leichungen  zweiter  Ordnung 
[11  =  2  in  (1)]  zwei  VVerthe,  die  nicht  linear  zusammenhängen. 
Daraus  folgt  nun  weiter,  dacss  es  für  die  dritte  Ordnung  (n  =  3) 
drei  solcher  Werihe  gebe,  u.  s.  w.,  dass  allgemein  für  (I)  wirk- 
lich n  einzelne  Funktionen  möglich  sind,  welche  dieser  Gleichung 
genügen  und  nicht  linear  zusammenhangen.  (Dass  es  einen  Werth 
.Vi  gcb®>  lehrt  die  allgemeine  Theorie  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen). 

§.  3. 

Es  kann  nun  aber  für  die  Gleichung  (1)  nicht  it-f-l  besondere 
Integrale  yi,  y^,  ....,  ^n-|-i  geben,  wenn  nicht  zwischen  denselben 
eine  lineare  Beziehung  besteht. 

Denn  aus  der  Annahme  des  Bestehens  solcher  n^\  Werthe 


folgt: 


dx* 


Xn 


Xn-.^ 


^^""^rfj?"-^   +--+^oyi     =0» 


+  ....  + Aojya       =0, 


(14) 


daf^ 


fix 


Dieäic  Gleichungen  (14)  sind  der  Zahl  nach  n  4  1 ;  f^ollen  sie  10«* 
s.immen  bestehen,  ohne  dass  Xn,  ....,  Xq  f«änMutlirh  Null  itind, 
so  rouss : 

.Vi »       y^»  — »    y«+' 
^yi      ^^y%         fiynj^i 

fix  *     fix dx~       '  _  Q 


f^*y\     «'".Vi 

«O  '     da* 


.1 
j 

! 

k 

f! 


der  itnearen  DilTerenUalgMchungen. 
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•ei«.    Daraas  folgt  aber  nach  §•  1.  (r=:ii-f  1),  dass  eine  lineare 

Beiiehang  twischen  den  ^i, yn\\  bestehe.     Damit  ist  nun 

erwiesen  9  dass   es  fOr  die  Gleichung  (I)   n  besondere  Integrale 

jfi •  jfii  gebe  ($.2.),  aber  nicht  mehr  (§.  S.)»  zwischen  denen 

eine  lineare   Beziehung    nicht    besteht.    Diese  geben   in  (2)   das 
aligemeine  Integral. 


ivrhyi»  .••.»  jf«  und  deren   Differentiniquotienten  bis  zur  itten 
;>  (hrfnuiig  aasdrüclcen,  vorausgesetzt,  dass  nicht 


§.4. 

Sind  5fi»  jfs>  ....»  yn  diese  besonderen  Integrale»  so  hat  man 
wie  in  $.3.: 


Xn 


Xnda? 


Xnäa^^ 


rfj;« 


Ais  deu  Gleichungen  (15)  lassen  sich  die  Grossen 

Aq        A|  Alt— 1 

i;*  5r« irr 


(15) 


(16) 


9f 


•  y* 

•  dx 


=  0. 


Da  diese  Gleichung  aber  «ach  §.  1.  eine  lineare  Beziehung  zwischen 
fk«  •-•••  ^n  voraussetzt,  so  kann  sie  nicht  bestehen,  und  man 
käaa  Mglicb  die  Grossen  (16)  bestimmen. 

Da  eine  jede  DilTerentialgleirhnng  itter  Ordnung,  die  nach 
itm  hochfiten  DifTerentialqnotienten  aiifs^clodt  ist  (wa»  bei  der 
(I)  unmittelbar  erreicht  werden  kann),  nur  eine  Integralgleichung 
m  kann«  so  ist  es  ganz  lilierflQssig,  erweisen  zu  wollen,  dass 
fForm  (2)  für  die  (I)  nnthwendig  sei.  Es  geniigt  vollstSndigp 
teigen,  dass  die  Form  (2)  niuglich  sei. 
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VI. 

Ueber  den  mittleren  Fehler  der  Resultate  aus 
trigonometrischen  Messungen. 

Von 

Herrn  Dootor  Börsch, 

nrd.  Lehrer  an  der  höheren  Gewcrboschnle  in  CasseL 


Ueber  die  Bestimman^  des  mittleren  Fehlers  der  aas  trigono- 
metrischen Beobachtungen  abgeleiteten  Functionen,  nämlich  der 
Richtungen  der  einzelnen  Dreiecksseiten,  bestehen  verschiedene 
Ansichten*):  nach  der  einen  ist  der  mittlere  Fehler  einer  Richtung 
gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Fehlerquadrate 
dividirt  durch  die  Anzahl  der  zwischen  den  Richtungen  bestehen- 
den Bedingungsgleichungen,  nach  der  anderen  gleich  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Summe  der  Fehlerquadrate  dividirt  durch  die  um 
]  verminderte  Anzahl  der  Richtungen.  Bei  der  Wichtigkeit  die* 
ses  Gegenstandes  fiir  die  Beurtheilung  geodätischer  Arbeiten, 
diirdte  es  gegenwärtig,  wo  durch  die  mitteleuropäische  Gradmes- 
sung über  einen  grossen  Theii  von  Europa  ein  Dreiecksnet&  ge- 
spannt wird,  nicht  ohne  Interesse  sein,  denselben  etwas  näher 
zu  betrachten. 

Der  mittlere  Fehler  soll  im  Allgemeinen  die  Grenzen  angeben, 
innerhalb  weicher  bei  direkten  Beobachtungen  oder  Functionen 
derselben  ein  Fehler  zu  befürchten  ist ;  sind  diese  Grenzen  sehr 
weit,  d.  h.  ezistiren  zwischen  den  einzelnen  zu  beurtheilenden 
Grossen  nur  wenige  Bedingungen,  die  sich  stets  in  einer  gleichen 
Anzahl  von  ßedingungsgleichungen  darstellen  lassen,  so  wird  der 
mittlere  Fehler  gross,  ja  selbst  grösser  als  die  Fehler  der  ein- 
zelnen Grossen  sein;  je  enger  man   aber  die  Grenzen  zieht,  je 


*)  \'or^l«Iclii*  Gcncralhericht  über  die  iuUteleiiropai«cUu  Grad- 
messiing  für  Aan  Jithr  I8ß5.  Berlin  1866,  pug.  45  etc.,  wobei  cngleidi 
auf  einen  daselbst  cwcinniil  vürkniumenden  Druckfehler,  nämlich  9r — § 
statt  9r — 1.  ntifinerkiiiini  geiiinclil  wird.  —  Haeyer,  die  KustenTc*r- 
iiioiisiin<7  nnd  ihre  \erbindiinj;  mit  der  llfrliiier  iarundlinie«  Berlin  1848, 
|)rtg.  363.  -—  Euckc.  ttstrnnoinisches  Jahrhiirh  für  1B34,  pag.  S92.  ^ 
Gerling.   f{eilra<^e  «tir  Geo;;r}t|ibit'  Kiirlictfri<'iis.     finssel   t839,  pag.  tflB. 


-^  • 
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^irid     Functionen    derselben;     die    Formel     m  =  V  ^^-—\    oder 

III  =  V       _.    kann   also  auch    in   dieser    Hinsicht    keine    An- 
Wendung  finden. 

Zum  Schlüsse  möge  noch  nachfolgende  Betrachtung  hier 
ihren  Platz  finden.  Hat  man  zwei  Reihen  gleichvieler  und  gleich« 
guter  Beobachtungen,  und  aus  denselben  eine  gleiche  Anzahl  von 
Elementen  und  eine  gleiche  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen 
abgeleitet^  so   wird   man  den  Resultaten   aus  beiden  Reihen  von 


Beobachtungen  nach  der  Formel  V voraussichtlich  deoselben 

mittleren  Fehler,  d.  h.  dieselbe  Genauigkeit  zuschreiben  müssen. 
Dieses  kann  zur  Beantwortung  einer  Frage  dienen,  die  schon 
vielfach  aufgeworfen  wurde.  Müssen  nämlich  bei  einem  Dreiecks- 
netze, wenn  es  eine  hinlängliche  Garantie  seiner  Zuverlässigkeit 
in  sich  tragen  soll,  alle  Richtungen  von  ihren  beiden  Endpunkten 
aus  gemessen,  d.  h.  in  jedem  Dreiecke  die  drei  Winkel  durch 
iVle82>iuiig  bestimmt  sein,  oder  bleibt,  bei  übrigens  gleichguten 
Beobachtungen,  die  Genauigkeit  dieselbe,  wenn  statt  einer  zwei- 
seitig gemessenen  Richtung  zwei  einseitig  gemessene  Richtungen, 
nämlich  statt  eines  Dreiecks  mit  3  gemessenen  Winkeln  2  Drei- 
ecke mit  nur  je  ^1  gemessenen  Winkeln  eingeführt  werden?  Da 
für  die  Doppririchtung  zwei  einseitige  Richtungen  und  fiir  die 
ausfallende  Bedingungsgleichung  zwischen  den  3  Winkeln  eines 
Dreiecks  eine  andere  zwischen  den  Sinussen  der  Winkel  zweier 
Dreiecke,  durch  Vergleichung  ihrer  gemeinschafltlichen  Seite,  hin 
zukommt,  so  wird  die  Anzahl  der  Fehler  sowie  die  Anzahl  der 
Bedingungsgleichungen  nicht  geändert,  man  wird  also  in  beiden 
Fällen  den  einzelnen  gemessenen  Richtungen  denselben  mittleren 
Fehler  und  dem  ganzen  Dreiecksnetze  dieselbe  Genauigkeit  za- 
schreiben  müssen.  Das  nur  einseitige  Messen  einer  Richtung 
hat  aber  in  den  meisten  Fällen  seinen  Grund  darin,  dass  an  dem 
einen  Endpunkte  eine  sichere  Anvisirung  nicht  zu  erzielen  war, 
ja  dieses  mitunter  nicht  schon  bei  der  Entwerfung  des  Dreiecks- 
netzes, sondern  erst  bei  der  Winkelmessung  entdeckt  wurde,  in 
diesem  Falle  ist  es  sogar  vorzuziehen,  die  weniger  zuverlässige 
Messung  ganz  zu  unterlassen,  oder,  wenn  sie  schon  gemacht  ist, 
nicht  zu  benutzen ,  und  stattdessen  eine  weitere  einseitige  Rich- 
tung einzuführen,  die  mit  hinlänglicher  Schärfe  bestimmt  werden 
kann,  die  Genauigkeit  des  Ganzen  wird  dadurch  nur  erhöht. 


PUfT 


I. 


t 


C.  Tkiel:    (Jeder  eine  Eiffenscäaff  der  HyperbeL  ■■  45 


TU. 

Ueber  eine  Eigenschaft  der  Hyperbel. 

(HU  BesogBAhme  auf  einen  Anfiatz  des  Herrn  Professor  Nicola 
CatalieriSan  Bertolo,  commend.,  in  den  „Atti  delT  Accademia 
Peatificia  dei  aaoTi  Lincei**.  Anno XIX.  Som.  HI«. 24  Febbr.  1866.). 

Von 

Herrn  C.  Tkielj 

Kandidaten  der  Mathemalilc  in  Greifswald. 


Aufgabe. 

(Taf.  III.  Pig.4.). 

Zwei  im  Punkte  i4  anter  dem  Wiokel  a  sich  schnei- 
dJende  Gerade  AX  und  AY  werden  von  einer  dritten 
Geraden  RS  in  den  Punkten  B  und  C  so  geschnitten, 
dass  ^CAB=:k*  ist;  verbindet  mau  nun  den  Mittel- 
paakt  P  von  BC  mit  A  und  theilt  AP  in  N  so,  dass 

NPiAP=z\:k 

Ist,  so  soll  der  geometrische  Ort  des  Punktes  iV  fOr 
alle  Lagen  rou  RS  bestimmt  werden,  bei  denen  ^CAB 
sPist 

Aarioanng.  Es  sei  A  Anfang  des  Coordinateusystems,  AX 
fa  positive  TbeiLder  x-  Axo  und  AY  der  positive  Theil  der 
7-Aze. 

Die  Coordinaten  von  C  seien  nun  Xi,  0;  die  von  B  «eieu  0, 
^  also  sind  die  von  P:  iX|,  ly«,  und  nach  den  Lehren  der  ana- 
tieometrie  die  von  iV: 


".jei 
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Weil  aber  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 

2) AC^Ä  =  iari.y«8in«=:*«,  •< 

also 

2A« 
yt  =  —  cosec  o 

ist,  80  ist  auch: 

3)  .    .   .   .  JT  =  "oÄ"^!  »    .y  =  -T — Ä:*co8ec«; 
und  multiplicirt  man  diese  Werf  he,  so  erliSit  man: 

4) ory  =  4  (~/r")  •**  cosec«, 

d.  b.  die  Gleichung  einer  Hyperbel  zwischen  ihren  Asymptoten. 

Um  ihre  IVlittelpunktsgleichung  zu  finden,  hat  man  von  dem 
schiefwinkligen  Coordinatensystenie  der  (xtf)  zu  einem  recht« 
H-inkligen  der  (^V)  überzugehen,  das  denselben  Anfangspunkt  A 
hat  und  dessen  positive  x'  -  Axe  den  Asyroptotenwinkel  a  hat* 
birt.  Man  hat  demnach  in  den  Formeln  för  den  (Jebergang  von 
einem  schiefwinkligen  zu  einem  rechtwinkligen  Systeme: 

_  x'  sin  [{xy)  —  I]  ~y' cos  [{xy)  —  g]         _  >g'8in$-f  y' coag 
^  sin(a:y)  '  ^  8in(^y) 

{xy)  =o,  I  =ia  zu  setzen,  und  erhält: 

x'  sin  Ja  —  y'  cos  \a  x'  sin  }a  +y'  cos  Ja 

'  sinor  ^  sina 

also  durch  Multiplication : 

a:'*«in  jo* — ^y'^cosjo* 
^  sin«* 

und  folglich  nach  4) : 

a:'«8inla«-y'«cos4c«         ,  /*-' V#ü 

r— ^ =  il— r-j  «^cosec« 

sin«*  "\    Ä    / 

oder: 

6).    .    .    .    j:'»tgi«-y'«colgi«  =  (^-^-)\«, 

oder  endlich: 

7) 


I  ■•^- 
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Der  gesacbte  geometrische  Ort  ist  also  eine  Hy- 
perbel mit  den  Schenkeln  des  Winkels  A/f Kais  Asym- 
ptoten und  mit  den  Uaibaxeo 

0=   — jT— Vcotgia.Ä:,   6  = —T— V"tg4a.Ä. 

Die  Abscisse  ihres  Brennpunktes  ist 

e  =  Va*  +  6*  =  — ^  V"2coseca .  Ar- 

Ist  a  =  90^,  80  ist  cotg^a  =  tg^  =  1;  die  Hyperbel  ist  dann 
gleichseitig  und  ihre  Gleichung  ist: 


8) *'«-y'«  =  (^y*». 


Ist  A=r3,  so  istiV  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  CAB^  und 
man  bat  daher  folgenden 

üeliraatB«  Der  geometrische  Ort  der  Schwerpunkte 
aller  Dreiecke  mit  demselben  Winkel  a  und  dem  cou- 
stanten  Flächeninhalte  £*  ist  eine  Hyperbel  mit  den 
Sebenkelo  des  Winkels  als  Asymptoten.  Ihre  Glei- 
chung ist: 

( ?L^_V  -(     y'      V  =  1 

und  tut  o  =  90**,  in  welchem  Falle  die  Hyperbel  gleich- 
xeitig  ist: 

Mnltipilcirt  man  die  beiden  Halbaxen  mit  einander,  so  erhält  man : 

9) a6  =  (-J^^)V. 

nod  folglich: 

10) **=(^y"*' 

QDd  das  giebt  folgenden 

Ijelursats.  Zieht  man  vom  Mittelpunkte  A  einer  Hy- 
perbel  nach  einem  beliebigen  Punkte  2V  derselben  eine 
Gerade,  verlängert  sie  Ober  iV  hinaus  bis  P,  so  dass 

NP:AP=:l:hy 

«od  zieht  durch  P  eine  Gerade  bis  zum  Durchschnitte 
mit  den  beiden  Asymptoten  in  B  und  C  so,  dass  BC 
iaPhalbirt  wird,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Drei- 
eckes il^C  ein  constanter,  nebmiich 


r 


t  ElÜpsaids  mit  ßenülxnng  finer  ANge/scn/a,  65 

r 

Ancb  hier  hat  der  AuBcInick  9*  eioe  ähnliche  Bedeutung  wie 
tAer. 

Soll  der  berührende  Kegel  ein  Rotationskegel  sein,  so  mOssen 
Ugtnde,  aus  der  Vergleichung  von  (V)  und  (VI)  resultirende 
Bedingongsgleichungen  hestehen : 

(15) 

lKf)-G)'l  =>-^)'-©*-(l)l  •    <•' 
:i'-©-(O'l=^'l'-0)-(9'i  •    <« 

:^ = ^»;^  I  '-©*-a)l    « 

5=%-e,|--(9-a)'!  ■■■m 

Wir  haben  hier  fünf  Gleichungen  zwischen  sechs  Variablen 
9  ^9  Tf  A,  B,  ff,  (weil  (p,  obzwar  es  die  Grossen  M  und  N  ent- 
m,  bloss  als  eine  Variable  angesehen  werden  darQy  woraus 
idhMi  hervorgeht,  dass  der  geometrische  Ort  der  Kegelspitzen 
huefc  zwei  Gleichungen  gegeben,  also  eine  Linie  sein  wird. 

Efiminiren   wir  demnach  die  Crossen  A,  B,  cp,    so   werden 
sich,  wie  folgt,  ergeben. 

Aus  (y),  (ö)  und  (b)  erhalten  wir: 

^  =  ^?.     «  =  S; (16) 


er 

a 


«rie: 

_g?! 


qfl  r* 


•-('O'-ar 

dieichnet  man  weiters  den  Ausdruck 

'-(9-(9*-e)" 

t  U,    nod   setzt   diese  Werthe    in   die  beiden  Gleichungen  (o) 
i  (ß) ,  so  erhält  man  aus  (a) : 


c«     t/ 
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(weil  aas  (17)  9>"=— ^'XJ '""'S').  d»»»« 


e* 


^Ü=D. (18) 


Ebenso  ergibt  sich  aas  {ß) 


^  ü=  O, (lö) 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  für  den  Fall,  als  A  und  B  endlich« 
Werthe  erhalten,  ein  berOhrender  Rotationskegel  nnr  dann  mög- 
lich ist,  wenn 

''=>-©'-(0'-G)'=-'." 

wird;  d.  h.  wenn  die  Kegelspitze  M  in  der  Oberfläche  des  Ellip* 
soides  liegt,  wo  dann  der  Kegel  in  die  betreffende  BerObrangs* 
ebene  dbergeht,  oder  wenn 

^  =  5=1 
a       ö       ^' 

a  =  6=c (VIID 

ist,  d.  i.  wenn  das  Ellipsold  in  eine  Kugel  fibergebt,  bei  weidior 
bekanntlich  jeder  berObrende  Kegel  ein  Rotationskegel  ist. 

Nimmt  man  jedoch  eine  der  Grossen  A  oder  B  gleich  NoH« 
oder  unendlich  gross  an,  so  kann  dies  durch  Substitotion  einer 
der  Gleichungen 

p  =  0,  9  =  0,  r  =  0 

erreicht  werden,  und  wir  haben  alsdann  die  Dntersucbang  hm 
einer  der  drei  Coordloatenebenen  durchsuffibren,  wie  dieeelhg 
gleich  anfänglich  vorgenommen  wurde. 


Wir  erbalten  durch  die  Substitution  dieser  Bedingung  in 
Gleichungen   (15)    genau   jene    drei  Bedingungsgleicbungen   (ll)ly 
indem  zwei  Relationen  aus  (15)  entfallen.    Selbstverständlich  kit 

man  zu   berücksichtigen,    dass  der  Quotient  jg   (für  rs=0)    alfP 
neue  Variable  einzufilhren  sein  wird. 

j 

Da  nun  bei  der  Untersuchung  in  einer  Coordioateneiieiie  k 
wiesen  wurde,   dass  die  fragliche  Kurve  eich  in  jener  £bea0 


Ö8    Koutnyi  Komtruküm  der  Infensiiaisiinien  einet  areiaxigem    ^ 

hinreichen^  wovon  die  erste  die  Lage  der  Kegelspitze  5«  dltf^ 
zweite  die  Neigung  der  Kegelaxe  gegen  die  Coordinatenaze  OXr;; 
angibt,   wenn  wir  mit  p  und  g  die  Coordinaten  OP  und  SP  der  j 

Kegelspitze  und  mit  f|  =  V^ä«— c*,  f«  =  Vc*^^^  die  Axen-  ^ 
längen  der  Hyperbel >  in  welcher  die  Kegelspitze  kS  liegt,  be-  ^ 
zeichnen. 

3)  Endlich  erhalten  wir,    wie  aus   der  Anmerkung  des  §.  I.  ' 
ersichtlich  ist,  eine  Relation: 

sin*«  a  ^       ^     ^*  P^ 

zwischen  den  Winkeln  a  und  d. 

Durch  Elimination  der  Grossen  p,  q  und  d  aus  diesen  vier 
Gleichungen  wird  eine  Gleichung  zwischen  q  und  o  resultlren» 
welche  die  zu  suchende  Kurve  bestimmen  wird. 

Fassen  wir  mithin  die  Gleichungen  in  2)  ins  Auge  und  be- 
stimmen aus  denselben  die  Werthe  p  und  q,  so  ergeben  sich 
hiefür  einfach  die  Ausdrucke: 

^  g|*tg«tt 

^   ""«i*tg«a-.£,«' 

^         «i*tg*a-^«' 
folglich : 

ji^^^ngfl^ 

Diese  Werthe,  in  die  letzte  der  vier  Gleichungen  ^eseizU 
geben : 

sin*«  _      c*fi*ga*^g*^ 

cos*d  ""  ■"a*6*(5i«tg*a— Ej*)-.6«*i*tg*a— a*«!*' 

Werden  im  Nenner  die  Glieder,  welche  tg*a  enthalten,  zq- 
sammengezogen ,  und  wird  beriicksichtigt,  dass  a* — Cj'^c*, 
6*  -|-  £«*  =  c*  ist,  so  lässt  sich  der  Bruch  durch  c*  abkürzen,  wo- 
durch er  die  Form  erhält: 

sin*a 


*«  _      gi*ga*tg*tt g|*g«*siP*g 


co8*d  6*€i*tg*a— a*et*        a*«2*cos*a  —  6*«i*siD*a  " 

Hieraus  folgt ,   wenn   zu  beiden  Seiten  der  Gleichung   durch 
sin'a  abgekGrzt  und  der  reziproke  Werth  genommen,  wird: 


:r:jr'^-'rr:-Trrf-' 


■■a,"}  .■.  \imii 


prv".;:    ■'. 
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f 


llfcer: 


«iD«J  =  I  -  co8«^  =  t.«e.'-a't.«co8«a -f  6«f,«sln«« ^ 


«!»««• 


Die  erste  der  aafgestellteD  Bedinguogsgleichungeii   quadrirt, 
riht: 

^   —sin««' 
iid  für  «n^  deo  eben  gefundenen  Werth  gesetzt: 

. gi*e»»/Z» 

s  die  PolargleichoDg  der  2a  suchenden  Kurve. 

Sollen  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eingefährt  werden«    so 
it  nian  bekanntlich 

,,«  =  o:«  +  y«,  sin««  =  p^ ,      co8«a  =  —^gt 

n  aolMtituiren.     Wird  dies  vorgenommen    und   die  ganze  Giei- 
ifcöDg  durch  x^  -f  y^  abgekürzt,  so  erhält  man : 


h*H^R^ 

Es  ist  sonach: 
er: 

(%"(#"' 

I  Gleichung  der  zu  bestimmenden  Kurve,  folglich  diese  eine 
rperbelj  deren  reelle  Axe  mit  der  Richtung  der  imaginären 
se  der  in  $.  ]#  erhaltenen  Hyperbel  (III) >  und  umgekehrt,  zu- 
■menAllt»  und  deren  Axenlängen  den  Axenlängen  dieser  Hy- 
■bei  (m)  derart  proportional  erscheinen,   dass  das  Verhältnisa 
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der  reellen  Axe  der  einen  mit  der  imaginären  Axe   der  anderem. 

R 

Hyperbel,    und  umgekehrt,    durch    den  Quotienten  —   angegeben 

wird. 

Wäre  R  =  c,  d.  h.  der  Halbmesser  der  Kugel  gleich  der 
mittleren  Axe  des  Ellipsoides  angenommen  worden ,  so  wfirde  flb 
diesen  Fall 


© -(!)' = 


die  Gleichung  unserer  Hyperbel  sein,  woraus  ersichtlich  iistp 
dass  diese  sodann  mit  der  Hyperbel  (III)  gleiche  AxetilSogeB 
besitzt,  und  nur  der  Unterschied  obwaltet,  dass  die  reelle  Aze 
der  ersteren  zur  imaginären  Axe  der  letzteren  Hyperbel ,  und  om« 
gekehrt,  wird. 


§.8. 

Suchen  wir  endlich  wieder  jene  Fläche,  welche  durch  die 
aufeinanderfolgenden  Lagen  der  Ebenen  des  Berährungskreieee 
von  der  angenommenen  Kugel  mit  dem  Kegel  gebildet  wird,  so 
muss  diese,  der  horizontalen  Lage  der  Hyperbel  (IX)  wegen, 
eine  vertikale  Cylinderfläche  sein,  und  es  werden  auch  hier,  wie 
in  §.  5.,  aus  den  Gleichungen 

und  dein  ersten  Differentialquotienten 

die  Grössen  p  und  q  zu  eliminiren  sein ,  um  die  Trace  dieser 
Cylinderfläche  auf  der  Coordinatenebene  XOY  zu  erhalten.  Hier- 
bei bezeichnen  p  und  g  die  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte  der 
eben  gefundenen  Hyperbel  (IX),  und   wurde  tn  und  n,  der  KOrie 

halber,  fflr  die  Axenlängen  — -  und  — -  gesetzt. 

c  c 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man: 


i 


-,< 
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Pankteo  geben  wird,  von  welchen  aus  an  das  Elllpsoid  beiüh« 
rende  Rotationskegel  möglich  sind,  und  es  soll  Gegenstand  de 
folgenden  Betrachtang  sein«  die  Lage  dieser  Kegelniittelponkt< 
za  bestimmen. 

Zu  diesem  Ende  nehmen  wir  in  der  Ebene  XO  Y  einen  Pank 
31  an»  dessen  Coordinaten  OP  =s  p,  MP  ^=s^  q  sind,  und  der  di< 
eben  besprochene  Eigenschaft  besitzen  soll;  legen  durch  diesei 
als  Spitze  einen  das  Ellipsoid  berührenden  Kegel,  so  wie  elnei 
beliebigen  Rotationskegel  mit  horizontaler  Axe,  und  untersochei 
sodann,  unter  welchen  Bedingungen  diese  beiden  Kegel  cusam 
menfallen. 

Fflr  eine  Tangirungsebene  an  das  Ellipsoid  haben  wir  he 
kanntlich  die  Gleichung: 

?^  X  y  ^  a.  —  —  I 
a«  +   4«  i-  ^a  —  *» 

wobei  x's  y'i  %'  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  sind 
Setzen  wir  die  Bedingung,  dass  die  Ebene  durch  den  Punkt  J 
gehen  soll,  in  die  obige  Gleichung,  indem  wir  x  =  p,  y  =^ 
z=:0  substituiren,  so  stellt  die  so  erhaltene  Gleichung,  in  Ver 
bindung  mit  jener  des  Ellipsoids,  die  Gleichung  der  BerChrungs 
curve  dar;  somit  sind: 

Hi  +  ^  +  ^  =  l (2) 

die  Gleichungen  der  Leitlinie  unseres  Kegels. 

Die  Erzeugende  wird  offenbar,  als  durch  den  Punkt  M  ge 
hend,  durch  die  Gleichungen: 

darzustellen  sein. 

Um  nun  die  Gleichung  des  berührenden  Kegels  zn  erhaltes 
eliminiren  wir  vorerst  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  GrGMM 
X,  yy  i;  indem  wir  aus  (3)  x  und  y  durch  z  ausdrücken  und  die« 
Werthe  in  (1)  und  (2)  substituiren.    Aus  (3)  folgt: 

X  zs  Az  +  p  > 

y=Bz+qS W 

demnach  aus  (1)  und  (4): 
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w 


eiche,  durch     \0^  +  (|)  -l]  abgekürat, 

(?)ta)-']+(vjre)'-']-^s(?)(*?)] 

=(9'['-(f)-a)n « 

oder  in  anderer  Form  geschrieben, 

rq  (a:--p)  -p  (y-y)  "l* 

=(^)*+(*?)'t(0i:'-(?)-(i)']  •  "^ 

als  die  zn  suchende  Gleichung  der  Kegelfläche  liefert. 

Nehmen  wir  nun  in  der  Ebene  XO  T  eine  durch  M  gehende 
Gerade»  deren  Gleichungen 

(.-p)^^A(,-p)  ^ (7) 

sein  mSgen,   als  die  Axe  eines  Kegels  an,  dessen  Spitze  in  M 
liegen  soll,  und  der  durch  Rotation  einer  Geraden 

x-p  =  Mx>  ^ 

y-q  =  Nz  5 ® 

um  diese  Axe  entstanden  ist 

Um   die  Gleichung   dieses  Kegels  aufzustellen,   denke    man 
sich  denselben  durch  eine  auf  die  Axe  senkrechte  Ebene 

ar  =  — j|y+«» (9) 

80  wie  durch  eine  Kugelfläche  geschnitten,    welche  ihren  Mittel- 
punkt in  M  hat,  und  deren  Gleichung  sonach 

(a:-^)i  +  (y^^)«+ji  =  /Ji (10) 

ist,    so    werden  beide  Schnitte  Kreislinien  sein,    und   es    mttM 
offenbar  eine  Relation 

stattfinden. 

Elifflinirt  man  daher  aas  (9),  (10)  und  (8)  die  Grössen  jt,  y,  x. 


^'^-  ''• 


nUpteldt  mit  Benät%UH9  einer  KugelMcala. 
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•an  aus  (8)  die  Werthe  für  x  and  y  in  (9)  uod  (10)  setzt, 
Cwi  dea  ans  (9)  erhalteoen  Werth 

_  A{tt—p)—q 
h  (10)  substitoirt,  ao  ergibt  sich: 

«d,  Dir  il(a— p)  deo  Werth  J(j?— p)-f  ^  aus  (9)  gesetzt: 

Ml  4.  TV*  4- 1 

{M*--p)-^(9-'i)^jjMT^  *=  («->»)• +(y-?)«+*«.  dl') 

4-3i<(a?-p)(y— y)  (j^!|.jV|)5i  =^*'   •   •     (H) 

dk  iie  Teriangte  Gleiehmig  des  Rotationskegels. 

80I  Don  jeder  durch  (1)  dargestellte  Berfihrangskegel  in  ei- 
aei  BotatioDskegel  fibergehen ,  so  rofissen  die  beiden  Ausdrucke 
(I)nd(ll)  Identisch  werden,  woraus  folgende  Bedioguogsgleicbungen 
nnlfireD: 

(11) 

S[(0'-O=[^'-O['-(f)'-(l)']- 

gK)->]-<'--"['-(f)'-a)']- 
.^=-.^[.-(f)'_(j)-], 

wenn,  der  Kfirze  halber,  der  Aasdruck: 


gesetzt  wird  ^. 


*)  Die  Bedeataag  dieaer  Grotte  9  ergibt  tlch  einfach  aot  folgender 
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oder: 

woraus  die  trigonometrische  Tangente  —  dieser  vier  Berfibren- 
den  mit  der  Axe  XX' 

resoltirt»  welcher  Werth  dem  Qoozlenteo  aus  deo  beiden  Hyper- 
belaxen  gleich  ist,  mithin  die  Asymptoten  zu  jenen  Tangenten 
parallel  sein  müssen. 

Rein  geometrisch  iSsst  sich  die  Richtigkeit  der  obigen  Koo- 
stmktion  folgendermassen  nachweisen: 

Denkt  man  sich  aus  einem  in  unendlicher  Entfernung  liegen« 
den  Punkte  der  Hyperbel  an  das  Ellipsoid  den  berührenden  Ke- 
gel  gelegt,  so  übergeht  dieser  in  einen  berührenden  Cyllnder, 
welcher  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  berühren  wird.  Diese  El- 
lipse liegt  in  einer  durch  die  Axe  c  gehenden  Vertikalebene» 
deren  Trace  auf  der  Ebene  XO  Y  durch  den  zur  RichhiDg  der 
Asymptoten  conjugirten  Durchmesser  gegeben  bt. 

Weil  nun  dieser  Cylinder  ein  senkrechter,  von  kreisförmiger 
Leitlinie  sein  soll,  so  muss  derselbe  auch  eine  Kugel  vom  Ra- 
dius c  berühren,  welche  denselben  Mittelpunkt  O  hat,  und  deren 
Schnitt  mit  der  Ebene  XO  Y  der  Kreis  CC'Diy  ist.  Da  nun  die 
Erzeugenden  des  Cylinders  parallel  zu  den  Asymptoten  sind, 
so  wird  sich  die  Richtung  der  Letzteren  ergeben,  wenn  man  an 
die  Ellipse  und  den  I&eis  die  gemeinschaftlichen  Berührenden 
legt. 

Aus  der  letzten  der  drei  Gleichungen  (II)  folgt : 


,9, 


c^pq 


welcher  Werth  in  die  erste  gesetzt. 


= -  HSg + '  -  (s;-a)*(  • 


>**i:--^j'.  ■  " 


Utr: 


iUtptoid$  mit  Senättung  einer  Kugetteola. 
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fafert. 


NoD  ist  aoch 


y^  _  y*  ^1, 

o* — c*     c*— 6* 


daher: 


Wird  dieser  Werth  Id  die  letstgefoDdene  Gleichoog  gesetzt, 
M  ergibt  sieb: 


«onns 


c*  9 


"U  DiffereBzirt  man  die  Gleichang  (III)  oach  q^  so  erhält  man : 


folglieh : 


Es  ist  somit: 


2«^ 


4^  ~"c'— 6*'p 


wsraiis  erhellt,  dass  die  Kegelaze  stets  die  Hyperl>el  tangirt, 
oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  gefundene  Hyperbel  die 
eiohfiliende  Kurve  sämmtlieher  Axen  der  Rotations- 
kegel ist. 


(.5. 

•  Um  die  Fläche  zu  bestimmen,  welche  die  attfeiaaiiderfolgenden 
Lsgen  jener  Ebenen  umhfiHi,   In  welchen  die  Berflhmngnkurven 
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der  Rotationskegel  und  des  Ellipsoids  liegen ,  ist  za  berficksii 
tigen»  das  unserer  Annahme  zufolge  alle  diese  Ebenen  sei 
recht  auf  die  Coordinatenebene  JCOFsiod«  folglich  einen  Cylin« 
einhflllen  werden»  dessen  Erzengeoden  parallel  zur  Aze  OZ  s 
müssen.  Es  wird  demnach  die  nachfolgende  Untersuchung  s 
darauf  beschränken,  die  Leitlinie  der  Cylinderfläche  in  der  Eb< 
JCOF  aufzusuchen»  welche  sich  als  umhflUende  Kurve  sämmtllcl 
Tracen  der  obgenannten  Ebenen  auf  dieser  Coordinatenebene 
geben  wird. 

Nach  (I)  ist  die  allgemeine  Gleichung  dieser  Tracen  : 
wobei  f&r  p  und  q  die  Bediogungsgleichnng 

(0-(Ö'='       _ 

stattfindet,  wenn  wir  nämlich  f|  =  Va^-^d^,  «a  =  \^c*— 6*  setz 

Nach  der  Theorie  der  einbauenden  Kurven  rofissen  wir  r 

die  Grossen  p  und  g   aus  diesen    beiden  Gleichungen    und  d 

dt? 
aus  denselben  sich  ergebenden  Differentialquotienten    ^  elimi 

ren,  um  zu  dem  gewünschten  Resultate  zu  gelangen. 
Durch  Differentiation  beider  erhält  man: 

dtf 
folglich  hieraus  durch  Elimination  von  4- ' 


"-o'-mf)- 


Diesen  Wertb  in   die  beiden   oberen  Relationen  substitui 
folgt: 


9  = 


(ff-0'id'<iT 
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die  Kegelspitse  iiiit einer  Haaptebene  anzanehroen,   and  bea 
nen  die  Coordinaten  derselben  mit  p,  tj,  r,  so  sind 

a«  ^  6^  +  c«  "^ 

o»  +  6«  +  c«  ■"  ' 
die  GlelchnngeB  der  Beruhrongskorve  des  Ellipsoids»  ond 

X — p  =  A  {z — r) 
y—q  =  Bit—r) 


jene  der  Erseagenden  des  Kegels. 

Werden  die  Werthe  (fir  y  und  x  ans  (14)  bestimmt,  ai 
(13)  gesetzt»  so  ergibt  sich: 

und  ans  der  oberen: 


folglich  auch: 


_,,  =  4'-(f)-G)>^^g 


*+§+:5 


'+*     "'  Ap.  B,     T 

~^^  ft'  +  c* 

Diese  Werthe»  in  die  untere  Gleichung  gesetst,  verwa 
dieselbe  in  folgende: 
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Setzt  mao  endlich  fUr  A  and  B  die  Werthe  aos  (14) »   so  er- 
hSlt  man  die  Gleichung  des  berOhrenden  Kegels: 

(?)'D-(l)'-(9"] +m'D-(l) -Gn 


+<?)(t^)S+<*?)(")£=<' w 

FQr  den  beBfiglicheD  Rotatiooskegel  haben  wir  wieder 

X  — /i  =  A  (x— r), 

als  Gleichungen  der  Rotationaaxe,  und 

X — p  =  M(t—r), 

jene  der  rotirenden  Geraden,  daher 

Ax-\-By'{-%  =  ff 

die  Gleichung   einer    auf  der  Rotationsaze  senkrecht    stehenden 
Ebene»  und 

jene  einer  Kugelfläche,  die  ihren  Mittelpunkt  in  M  hat. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  x^  y  und  z,    so    ergibt 
sich  die  Bedingungsgleichung 

und  werden  ßr  o  und  /3*  die  Werthe  gesetzt,  so  folgt: 

(VI') 

oder : 

(VI)  ■ 

(x-p)'(JV-»)  +  (y-9)«(Ä«9»«-l)  +  (i_r)«(9«-l)  i 

+2^B(a:-p)(y-9)q»»+2^(a:-p)(i-r)g)«  +  2Ä(y-9)(i-r),.«  »  0^  j 

wenn  wir  nimlich  der  Kärze  halber  '  \ 

(Jilf+ÄiV+1)»— '' 
setsen,  als  die  Gleichung  des  Rotationskegels. 


\ 


V  ^n  einen  Keitenöruch. 

«ecbstcn  and  siebenten  Wurzel  ergab  sieb  dasselbe  Verbältniss. 
NoD  ▼ermathete  icb,  es  sei  dies  ein  allgemeines  Gesetz.  Nacb- 
dem  ich  bei  genauerer  Untersiicbung  nocb  gefunden,  dass  die 
auf  die  Ausziebung  der  Quadrat*  und  Kubikwurzel  bezuglicben 
Gesetze  sich  unter  das  neu  gefundene  subsnmiren  lassen,  ver- 
suchte ich«  dasselbe  als  allgemein  gültig  zu  erweisen.  Dies  ist 
mir  vollständig  gelungen,  und  die  vorliegende  Abhandlung  ist  das 
Ergebnis«  meiner  Bemühungen.  Obgleich  das  Gefundene,  wie 
schon  oben  bemerkt,  nicht  von  praktischem  Nutzen  ist,  so  bat 
es,  wie  ich  meine,  doch  einen  wissenschaftlichen  VVerth,  und 
dies  ermutbigt  mich,  es  der  Oeffentlichkeit  zu  Übergeben. 

Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  diese  Abhandlung  nur 
fOr  Solche  geschrieben  ist,  welche  mit  der  Behandlung  der  Ket- 
tenbrficbe  sich  schon  vertraut  gemacht  haben. 

HGckes wagen  im  Januar  1865. 


n 

Die  grusste  in  VA  enthaltene  ganze  Zahl  sei  =a.     Dann  ist 

n 

«  ^  VA—a  1 

R  n  n 

'    ""    ■  ^  "  A-a» 

VA'-a 

(4JB  grÖMten  in  diesem  and  den  folgendem  vollständigen  Quotienten  enthaltenen 
gmaxen  Zahlen  benennen  \\\t  itrirnlich  mit  g'.  g^,  a"*,  u.  s.  w.) 

^ _         .1-«" 

\  ....  +  g"-*Vil*  +  g»-*v'^*+«»-*\//l +  «"-*— (^-g")g'  ' 

Icr  Kenner  dieses  Bruches  rouss  rational  gemacht  werden.    Man 
so  dem  Ende  die  Coefficienten  der  Wurzelgrussen  des- 
dcr  Reibe  nach  mit  E,  F,  G,  H, .  ..,  R,  S,  T,  V  und 
I  nlisaslen  Tbeil  desselben  mit  Z,  desgleichen  die  Coeflicien- 
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Nim  bleibt  noch  t  zu  bestimmen. 
Ans  (I)  haben  wir: 

t=— e[a«-*— (il— o«)a']— ^o"-«— ^a"-»— ....  —  la»— <a«— I4<i. 

Die  Werthe  für  e,  f,  u.a.  w.  eingesetzt,  gibt: 

r=:— [a■-»-(i^-fl•)a^a'»-•-a■-*a'»-•(aa'+ l)-a»-»  a'»-«(aa'+l)«-... 

=(^-ii«)fl'»-*-a"-V«-«-a^«a'»-»(ao'+l)-a"-»a'"-«(afl'+Jl)*-- 
....  -  a»o'«(aa'  +  l)»-4-a«a'(aa' +  !)«-•- ii(oa'  + 1)—«. 

Non  ist  aber  ( > 1Jaa'  =  l,  also: 

=(  J-a")a^-^[a"->a'»"-«+a»-«fl'«-»(art'+l)+a""- V"-«(ao'+ !)«+ .. 

...+a»a'«(aa'+l)«-HaV(aa'+l)""'+ö(aa'+l)«-*](^^^-l)afl', 

/ 

Zilller  and  Nenner  des  BruGhes  x"  müssen  also   multiplizirt 

,    werden  mit 

o'»-«  V^«-*+  a'^\aa'  +  1)V  J«-*+  a'«-*(aa'  +  l)«Vil«-»+.... 

....+a'«(aa'+l)«--*Vi4Ha'(aa'+l)«^VilH(aa'+l)»-«Vi^ 

Der  Zähler  Ist  dann  diese  Reihe«  multiplizirt  mit  A  —  a". 
Wi8  den  Nenner  betrifft,  so  reducirt  sich  derselbe  auf  die  letzte 
im  oben  aufgestellten  senkrechten  Reihen,  da  alle  Qbrigen  =0 
geworden  sind.    Diese  Reihe  ist  aber: 


«   ilfl»-*a'«-«+  24o«-»a'»-»(aa'  +  l)  +  Aa^-^a'^-^^aa'  +  1)«+.... 

....  +  Aa^a'^iaa'  + 1)»-*  +  Aaa'(aa!  +  1)«-» 
^A(aa'  +  !)«-•  +  [Aa'*-^  -  a (aa!  +  l)»-i} .  [o«-» -  (^4  —  o«) a']. 


86  Seeling:    Verwandlung  der  Irrationalen  Grösse 

Dies  wieder  mit    (^^^-^7 ijaa'  multiplizirt  (das  letzte  Glied  1 

ausgenommen),  gibt: 

+  [/!«'»-»—  a(aa'  +  l)«-i] .  [«»-*—(/<  ~  a^)a'] 

—  (^  -fl«).(^a'»— flü'(«a'+ 1)»-«] 

=  ^(a«'  +  l)«-i  — o"(aa'  +  l)"-i  — (/4— a").[^a'"--öa'(tfa'+l)»-i] 

=  (^  — an).[(flo' +  !)»-! -^«'»+oa'(aa'  +  l)"-*] 

=  M  — a«).[(fl[a'  + J)"  — ^a'"]. 

Folglich  ist,  wenn  man  noch  Zähler  und  ^ienner  des  Bruches  o:" 
durch  A  —  a"  dividirt, 


_// 


(aa'  +  J)»  — ila'" 


:r'"  = 


(/ia'+  1)"  — ^a'" 


a'«-2V^«-*+«'"-'(aa'+l)V'^"-Ha'"-*(«fl'+i)*V^""* 


n 


+  ....  +  «i'a(aa'+  l)»-*V-4»  +  a'(ao'  +1)'»-»V^2 


n 


+  (a(i'  +  l)»-«V^  +  ^a'"-*-a(aa'  +  l)'>-» 
—  o"[(ao'  +  l)»-i4a'»] 

Der  Nenner  dieses   Bruches   wird  rational   gemacht  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  x">     Wir  haben  hier: 

E  =  «'«-«,     F  =z  a'^-^{aa'  ^^  I),     G  =  a'"-4(ao'  +  l)2, ...., 

S  =  a'Haa'  +  1)"-*,     T  =  o'(aii'  +  1)»"»,     C7  =  (aa'  +  !)»>-«, 

Z  =  ^«'"-1— ii(aa'  +  J)«-i  -  ö"[((ia'  +  1)«—  ^a'"]. 

Zu  suchen  sind  \rieder  die  W^erthe  für  e,  /*,  57,  ....,  *,  /,  i«,  i. 

Nach  dem  Schema  in  §.  1.  haben  wir  die  Gleichungen: 


r 


n 

V  t'i  äfften  h'etlenbnuh. 


(I) 

t 

[  +  A««'  +  1)"-*  +.9o'(««'  +  »)"-•  + 

r 

I  ....+5a'»-*(flci'+l)H<a'"~*(fifl'+l)HMa'»-»(aa'+])+:a'«-a=0, 

(11) 
e^a'— * + f\  Aa'^^  -  o  (ao'  +  1 )"-  ^  ~  a"  {{aa'  +  1 )"  -  ^a'»]  | 
+  g(aa'  +  1)"-«  +  ....  +  *a'»-«(fla'  + 1)*  +  «a'"-«(aa'  +  J)» 

+  t/a'»-4(rta'  ^  1)«  ^  2a'"-»(ao'  +  1)  =0, 

(IH) 
c/lri'»-»(fla'  +  I)  +  ^4o'"-« 

+  .7:/!«'»-^  — «(afl'  +  l)»-i-fl"[(r/a'  — 1)"  — ^a'«]t  +  .... 

....  +  $a'^f{aa!  +  1)«  +  /«'«-«(««'+  O^+tia'^-^Caa'  +  1)» 


(IV) 
^^a'»(aa'  + 1)«-*  +  /'^a'*(aa'  +  1)«-«  +  ^.4a'*(fla'  +  1)»-^  +  .... 
.  +  5 1  ^a'»-i  —  a  (aa'  +  J)"-*  —  «" [(«a'  +  1)»  -  ^a'«]  1 

+  <(«fl'  +  l)»-«+ii£i'(aa'+l)"-3  +  2a'«(aa'  +  l)"-*=0, 

(V) 
e^a'«(aa'  +  l)«-*+/'^a'8(aa'+J)«-«+^^^a'*(aa'  +  I)n-«+.... 
.... + f  24a'»-*  +  <  Ma'»-i  —  a(aa'+ 1)«-»  -  ö"  [(fl«'+ 1 )»  —  .1  a'«]  I 

+  u(.aa'  f  l)»-a+i«'(ao'  +  l)"-»=0, 

(VI) 
eAa'  (aa'  +  \y-*+fAa'*(aa'  +  l)«-«+^^o'»(ao'  + 1)»-»  + .... 
.  +  sAa"-*(aa'  + 1)  +  tAa"-^ 
+  «{ ila'"-»— a(aa'+l)"-i— a"r(aa'+l)»— ^a'"]  1+ z(«o'+l)»-*=0. 
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Aus  diesen  GleichaDgen  bilden  wir  durch  MaltipUcation  und 
tractiüu  (nämlich  a'll-(aa'+l)!,  a'Hl-(fla'+l)II, .... ,  a' V-(aa'+l)I V, 

«'VI  — (aa'  +  l)V)  die  folgenden: 

,       (VII) 
e[^a'«-i~^a'«-Kaa'+l)+a(aa'+l)«+a"(aa'+l)«+^-i<a'"(ay +1)0)1 

-- /'[(aa'  +  l)"-*---rla'«  f  aa'(ao'+l)«-H  aV(a«'+l)*-- i4a'»+*«l 

=  0, 

e[-24aci'«— ^a'-o"(aa'  +  l)  +  a(flo'  +  l)«  +  a"(aa'  +  l)»+i] 
-/•[-ilfl'«-ilfl'«+V+(afl'+I)«+flV(«ii'+l)»]  =  0, 

e{[(öa'+iy'+fl].[(atf'+l)*-^fl'«ll-/^t(flV+l).[(a«'+l)«-^«'"lt 

=  0, 

Ebenso  findet  man: 

/^[(atf'  +  l)«"  +  a]=^(a'ö''  |  J),  ....,  f[(aa'  +  l)ö"  +  fl]  =  <(a'ii"+l). 

i[{aa!  +  1)0"  +  a]  =  «(öV  +  1). 

Die  Grossen   e,  /*>  ^>....«  «,  <>  u  bilden  also  wieder   eine  geo- 

metrische  Progression,  deren  Exponent  = ,  ,/     ■ .       Wir 

setzen  also  e  ^  (aV  +  I)*~*.     Dann  ist : 

f  =  (o  V'  +  l)»-»[(aa'  + 1)  o"  +  a] , 

.9 = (fl V'+l)«-*[(fla'+ l)a"-f  a]*, .... ,  $ = (a'a"+  l)2[(aa'+ 1  )«"+«)»-♦. 

t  =  (fl'o"  f  1)  [iaa'  +  1) o"  +  a]"-»,    ti  =  [(aa'+l)fl"  +  a]"-«. 

Ans  (I)  haben  wir  ferner: 

xö'n-2=5~c|^ö'«-i-fl(aa'+l)«-i-fl''[(««'+^)''---^«'"]|-/)[ö«'+l)"-* 
—ga'iaa'  +  l)«-»- ....— *fl'«-*(afl'  + 1)»— te'»-^(fla'  +  l)« 

—  tia'«-»(aa'  + 1). 
ffl'«-«=  -  (ö'a"+l)"-2|  ^fl'"-i-fl(flÄ'+l)»-i-  a"[(aa'+I)»-2la'«]  ^ 

-(Aä'  +  l)»-«(flV  +  I)"-»[(flÄ'  +  I)ö"  +  fl] 

-0^(00'+ l)"-3(aV  +  l)"-*[(afl'  +  l)«"  +  a]«~.... 

....  -  a'^'^{aa!  +  I)»(Ä'a"  +  l)*[(aii'  +  l)a"  +  a]«-* 

-  «'— *(««'  f  l)«(a'a"  +  I)  [(ofl'  +  I)ö"  +  a]«-3 

-  «'«-»(flfl'  f  l)[(aa'  +  l)a"  +  a]»-« 
Es  ist  aber : 
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?(Ja>-frl)(a^a"+l)-S-^~^^  +  1)  («'«"  + I)]=l. 
felglich : 

«a'»-"=—(a'a" +!)■-*{  /<a'»-i— a(aa'+l)»-i-a"[(«ia'+l)««— ^o'"]  | 

(oo'  +  l)"-*(a'o"  +  1)»-»  [(«!'  +  l)a"  +  a] 

■^efiati  +  l)"-»(a'a"  +  l)«-*[(aa'  +  l)a"  +  a]«  + .... 

....  +  «i—*{aa'  +  l)»(a'a"  +  !)•  [(aa'  +  1)«"  +  a]»-^ 

+a'"-*(«ia'  +  l)«(a'o"  +  l)[(aa'  +  1)0"  +  «]»-» 

+  ö'«-»(oa'  +  1)  [(a«'  +  l)«i"  +  a]»-« 


—     < 


I 


ai'"-«  =— (a'a*+l)«-«Ma'"-»-a(aa'+l)«-»-o"[(aa'+l)»— ^a'»]! 


[-" 


a'o"  + 1 

=  —  (0^0^  +  l)*-»t  Ja'«-i— fl(Äa"+l)«-i-«"[(aa'+l)»-24a'«j  | 
+  ^'•-«(öa'  + 1)  [(öö'  +  1)0^'  +  «]«-! 
—  (öä'  +  I)— M«V+l)«-*[(aa'+l)a"+a], 


=:  —  ^ä'»-i(<«"  +  J)"^*  -  ^a'V(a'a"  +  1)«-« 
+  a'«-a  (oö'  + 1)  [(o«'  + 1)  ö"  +  a]«-i 

=  —  Ad^-^  (dd'  +  1)«-«  -  Ad^d*  idd'  + 1)»-« 


l)»-2. 


+  d^-^ad  + 1)  \{fld + 1)  fl"  +  «]«-! , 

Zähler     und    Nenoer  des   Bruches    x*"    mflssen    also    multiplizirt 
werdeu  mit 
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n 


...  +  (rtV'fl)*f(öö'+l)«''+a|»-*l//IH(ö'«^^ 

Dann  ist  der  Ziihler  diese  Reihe,  inultiplizirt  mit  (aa'  -|~  1)"  —  Aaf*. 
Der  Nenner  aber  wird  aehildet  nach  der  letzten  senkrechten  Reihe   \ 
dc8  Schema's  in  §.  1.     Diese  Reihe  ist:  ] 

Aeü  +  AfT  \  AffS  +  .,..+  AsG  +  AlF  i^  AuE  +  zZ  ; 

^A(aa^l)'*-Ha'a"+lr-HAa\aa'^l)»-HaW'+l)^-^[(ai^+\)a^^      \ 

....  +  ^a'"-4(ffa'  S  l)«C«V+l)2[(aö'  +  J)«"+a]«-* 

+  I //«'«-!  -  a{aa'  +  l)«-i  — ö"[(aa'  +  1)"-  Aa'^]\  1 

X  l  (aa'  +  I)  [(««'  +  !)«"  +  «]»-*  -  ^ö' (a'a"  +  1)«-»  |.  - 

Dies,    mit  Ausnahme  de.s  letzten  («liedes,    wieder  niultiplizirt  mit 
\a'\(aa'  +  \)a''  +  a]        ^         /wxiu.'."4.  IM 

gibt : 

I         (aa'  +  l)(aV+l) 

-  A(aa'  +  D'-^CaV  +  l)«--^}  (W  +  1)  (a'a"  +  I) 

+  Aa'«'Haa'  +  1)  [(öa'+l)a"+ö]"-»  — .^«a'-CaV  +  l)«-» 
-  a  (afl'  + 1)"  [(aa'  + 1)  a"  +  öJ—»  +  ^«a'  (aa'  +  !)»->  (0'«"+ 1)»-» 

+  ^i  +a'"«''(a«'+l)[(aa'+l)ö''+a]"-Hflw'(öö'+l)"-Hö'«''+l)"^^ 
+  (aa'  f  l)«-i(fl'ö''+  0»-^  +  a'a"(aa'  i  l)«(fl'fl"  +  J)«-» 


V  /''  einen  Kettenbrnch, 


91 


1 
-1 1 


\Y\ 


—  [(Ofl'  +  l)ö^  +  ö]  .(ffö'  +  1)»  [(««'  -I-  l)fl"  +  rtj«-i 
=— ^V-Ca'a''  f  I)»  +  /4la''>[(aö'  +  J)a"  +  är]«  +  (ad  fl)n(a'a"  i 

=  [(««'  +  I )"  -  iia'«] .  I  —  \{aa!  +  1 )  a"  H-  ö]»  :  f  A  {da"  +  1 )« |. 

Werden  oun  noch  Zähler  und  Nenner  von  ac"^  durch  {aa*-\-l)^—Aa'^ 
dividirt»  so  M: 


....  -f  (a'ö"+ 1)2  [(«a'  +  J)a"-Fö]«-*  t/^P 

+  (a'a"+l) [(oa'+lj a"  h«]»-»  V/4H[ (««'+!) ö"+  ö]«-'^  V  /l 
+  (aa'  f  I)[(aa'+  I)ö"  +  öJ"-^-  /l«'(a'«"  |- 1)"-^ 


—  [(««'+ l)a"  +  ay  +  /:l(fl'a"  |  I)» 


§.  3. 

So    u'eit    die    Berechnung    im 
heissen  die  Kettenbruchsnenner 


vorigen    Paragraphen    reicht, 


a,    Ä* ,    a" , 


al«io  die  NSherungshruche : 

1       a      aaf  +  \       (aa*  +  \)d^a 

0'    r      d    '      Va"+i    • 

Aus  der  Vergleichung  der  gefundenen  volUtändigen  Quo- 
tienten (x\  x",  x"')  mit  diesen  entsprechenden  Nüherungswerthen 
ergibt  sich  folgendes  Gesetz: 

Zieht   man   vermittelst  der  Kettenbrüche  die  nie  VV'urzel  aus 

n 

der    Irrationalzahl   A,    ist   die   grösste    in    VA    enthaltene   ganze 

a  p^ 

Zahl  =  Ü9   also  t  der  erste  Nüherungshruch ,  sind  ferner  -5  und 
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-  zwei  aufeinander  folgende  Näherungswerthe  für  VA,  no  ist  dl 
zu    '   gehurige  vollständige  Quotient 

wobei  die  oberen  Zeichen  (tir  die  NähemngsbrQche  ungerader 
Ordnung  und  die  unteren  für  die  NäherungsbrGche  gesader  Ord- 
nung gelten. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  in  Beziehung  auf  die  drei  ersten  ' 
vollständigen  Quotienten  geht  aus  der  Berechnung  in  $.  1.  und  ' 
§.  2.  hervor.  Soll  die  allgemeine  Gültigkeit  desselben  bewiesen  : 
werden,  so  ist  noch  darzuthun,  dass,  wenn  derselbe  ßir  irgend 
einen  vollständigen  Quotienten  gilt,    dies   auch   für   den  nächst- 


ß 


folgenden  der  Fall  ist;  mit  andern  Worten:   dass,  wenn  ~,   -,  — . 

^  ^      9o  g  ^ 

drei  auf  einander  folgende  Näherungswerthe  für  VA  sind,    and 
wenn  der  zu  ^  gehörige  vollständige  Quotient 

^(„)  =  ''--^^^p'''^ÄHqp'''*v'ÄHp*'^v^^ 

alsdann  der  folgende,   zu   ^   gehörige  vollständige  Quotient: 

ist. 

§.  4. 
Setzen  wir  einstweilen,  ähnlich  wie  oben. 


■  «— .■ 


n  93 

V  in  einen  AetienörucA, 

o  ist  za  beweisen,  dass 
I.     e  =  ^'— «,    /=  9'— V'    ^  =  9''"~*P**»  ....,«  =  7'*p'"~*. 

III.    Z)  =  ±(p'»-y'"il). 

I. 

Die  grOsste  io  ^")  steckende  ganze  Zahl  sei  =:m.    Dann  ist 
p'^mp+p^,   if'=zmq  +  g^,  ferner: 

T(p»-y"^) 

""  «  fli  n 

Ser  ist  also : 

T=gp«-»,     r7=:p— •,    Z=±(;?oP"~'-<7oV"-M)±in(fi»-9M). 
Also  haben  wir  nach  dem  Schema  in  §.  1. : 

(I) 
±  «(pV"* — 9^9*"*  il)  ±  em  (p»  -  g^A)  +  /p«-«  +  ^^p»-»  + .... 

....  +  ig^-^p^  +  tg^-^p^  +  ug^-^p  +  x^-*  =  0, 

(11) 

(III) 

i 
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(IV) 

(VI) 

+  ?i (/>>"-*  —  7  V*-^)  ±  wm(/>"—  7"/4)  +  ip«-«  =  0. 

Aus  diesen  Cileichiingeii  bilden  wir  durch  IVlultiplication  und 
Subtraction  (nämlich  ^11 — p\,  qlll—p\\,.,.,g\ — p\\\  ^Vl— j»V) 
die  folgenden: 

(VII)  j 

e\A(f"-^  T  pip^p"*-^  -  f/V/»-i^)  T  w;?(p"  —  7"/!)]  .^ 

—  /T;'"""^  T  7(pV~* — ^V""^^) + w^c/i"— 9"yi)]  =(V  3 

e  [^7«->  T  />"  (w/>  +  p^)  ±  P7«-'  ^  (mg  +  7«)] 

=  A  />""'  T  p"- V/  ( w;>  +  p'')  ±  g'A  (mg  +  ^J,  j 

(VIII) 

Nach  Rgen*8  Handbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  Theil  I.    1 

§.  260.  ist  im  vorliegenden  Falle 

p*g  —  pg'=^±^j    also    ±p^g^pg'  =i}, 
ferner 

±p'g=±pq'  +  1     und    T/>9' =  +  p'9  +  J- 

Demnach  verwandelt  sich  die  Gleichung  (VIII)  in  folgende:    ;1 
e  (±  p'g^A  +  ;>•»/>')  =  f(±  g^g'A  T  p^g') ,  «^ 

Ebenso   findet   man,  da8sfp'  =  gg', — ,sp*=:tg'y  ip'=^uq'.    OwJ 
Grössen  e  bis  ti  bilden  also  nieder  eine  geometrische  Progressioa,  j 

p' 
deren  Exponent  =-r     Demnach  setzen  wir  e=^^*,  dann  M 


\/  in  einen  hellenbnfch, 

[ 

r 

II. 

Aus  (1)   haben  %vir: 

....  —  Sf/^'-^p  '  —  tq^—^p'^  —  ?/r/  "  -  -'p, 

—  q'^-^p'p^-^  -  f/'^-^p'^qp'*-^— .... 
....  —  q'^p'"-^q^-^p^  —  qy*'-^q''-*p^—p'''-^q''-^p. 

Nun  Ut    (^,— l).{±f^^')=l,    folglich: 

—  (V'«-V;;»-2  +  q*''-*p'^qp''-^  f  .... 
....  +  q'^p'^-^q^-^p^  +  ^y«-3^n-*/>2+/>'«-^V"-3/>) 

dfc  q'^-hnq^'A  ±  q'^-^p^p»-^  1=  p^^-^q^'-^p, 
:q*-^  =  =F  q'''-^'*-'\mp  |  ;?«)  ±  q'^^-^^-^ A(mq  ^  ry") 

zq^-'^  =  +  q'^-^p'^-^p*  ±  ^'«->7»-^J  ±  r/''»-«^^'/)"-«  +  p'^-^q^'-^p 
=  +  p'^'-^q'^-^p  ±  q'^-^q^-^A, 

111. 

Da  der  Werth  für  a:(''+i)  sich  schliesslich  durch  T(P""~7"-^) 
masa  aufheben  lassen,  so  setzen  tyr  die  letzte  senkrt^chte  Reihe 
des   Schemas  in  §.1.  =  +  (/>"  — r/'>J)/>.    Also: 

if  (pß--q»A)D=i  q'n-^pn-^A  +  q'^-^p^qp^-^A+q'^-^p'^q^pn-^A  + .... 

+  q'^p'^-'^q'^-^p^A  +  q'p'^-^q'"-  ^pA 


.?"^' 


96  seeiing:    Verwandtung  der  irraUanaten  Grösse 

Dies,  mit  Aasnahme  des  letzten  Gliedes,  wieder  mit 

multiplizirt,    gibt: 

+  pOpn-lf^g^n^lA  —  ^O^n^ii-l^«^.  ||ip»^^'»-M  —  ||i^"+V"~*-<<"» 

—  ^»7^-»  J«(m^  +  g^)  +pp"'''^q*-^A(mg  +  9«) 

+  pn-l  gq'n^l  A  (mp  +  p^, 

T  (p" — 9"i4)  ^ = T p""*  fl''*-*  i<  ip***"*  9""*  ^  -  p"p'" — tf'q'^Ä^ 

(pn-^qnA)D  =  p<»^^q'*''^A'-p*^-'^q^''^A  ±  p-p*»  ±  ^^'»il« 

1=  pp'^-^q^-^  q'A  T  p'^^p'qg^^-^A, 

(pn  —  91«^)/)=  ;i-p«p'«  +  (I  hFp'^)^»-!^'»-*^ 

—  (1  ±P90p'"-*  ^"-*^  ±  ^^"il«. 

NoD  ist  (siehe  oben  anter  I.)  lTp'9=-Fp9'  and  lipq'=dzp'g, 
folglicb : 

(pn  _  qnA)  D  =  ±  p^p'^  T  p"9'"-4  =F  p'"iy"^  db  ^«9'»/4« 

=  ±  (p'"— 1^^) .  (p»  —  9»^), 

Z)  =  ±  (p*"  —  9'"^). 


§.  5. 

Nacbdem  nun  das  in  §.  3.  aufgestellte  Gesetz  als  allf^emein 
gültig  erwiesen  ist,  wir  also  des  Schemas  in  §.  ].  nicht  mehr 
bedürfen^  wollen  wir  im  Folgenden,  um  unsere  Bezeichnungs- 
weise  mit  derjenigen  in  E  gen 's  Handbuch  angenommenen  gäns- 
lich in  Uebereinstinimung  zu  bringen,  den  rationalen  Tbeil  im 
Zähler  des  vollständigen  Quotienten  nicht  mehr  z,  sondern  J  nennen. 

Dass  D  und  J  immer  ganze  Zahlen  sind,  ergibt  sich  anmit- 
telbar aus  den  für  diese  Grossen  gefundenen  Werthen. 

D  ist  aber  auch  immer  positiv.    Denn: 

Ist  -    ein  Näherangsbrach  angerader  Ordnung,  so  ist: 
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Ist  nun  «  =  2,  so  liegt  V(r— l)r  nRher  bei  r — 1  als  bei  r, 
weil  (r—  I)r  <  (r  -4)«  Da  aber  V^l— ^  ^  ö ""  '^^^  ^  ■"*  '" 
diesem   Falle  ^<r;   folglich  kann  p  nicht  =r  and  ^  nicht  asl 

sein.  Bei  der  Aasziehung  der  Quadratwurzel  kann  also  der  eben 
erwfihnte  Fall  nicht  stattfinden.  Auch  beweist  Egen  §.291.9  dass 
bei  Ausziehung  der  Quadratwurzel  J  immer  positiv  ist. 

■  

Ist  aber  it  =  3,  so  liegt  V(r  — l)r*  näher  bei  r  als  bei  r — 1, 

weil  (r— l)r«>  (r  — i)».    Ist  n  >  3,  so  liegt  noch  um  so  mehr 
« 

V(r— l)r"-*  näher  bei  r  als  bei  r  —  1.  Ist  also  n>2  und  A 
von  der  Form  (r — l)r"-*,  so  wird  p  =  r  und  ^=1  sein.  Dann 
ist  p*^p»-*  =  ^^-*2l,  also  J  =  0,  und  zwar  im  zweiten  voll- 
ständigen Quotienten.  Beispiele:  V4,  Vl8,  V48,  VIOO,  V54. 
Doch  kann  auch  in  Fällen,  wo  A  nicht  von  der  Form  (r— 1)1*"^ 

dennoch  J  =  0  sein,  wie  z.  B.  bei  1/98  im  vierten  vollständigeo 
Quotienten. 

Meistens  ist  J  positiv;  denn  auch  solcher  Fälle,  in  welchen 
J  negativ  ist,  sind  nur  wenige,  wie  dies  aus  den  Zahleubeispie- 
len  zu  ersehen  ist« 

Im  zweiten  vollständigen  Quotienten  muss  J  negativ  sein, 
wenn  ^  =  ^  =  I  und  pOp"-»  >  A  ist.  Beispiele :  V98,  V890, 
V4I,  VlO. 

§.6. 

n 

Der  die  Grosse  VA  ausdrfickende  Kettenbruch  ist,  ausge- 
nommen, wenn  n=:2,  niemals  ein  periodischer.  Denn  da  p'^Pt 
p^'^p' $  u.  s-  w.,  und  q'^q,  Q^'^q'f  u.  s.  w.,  so  kann  nicht  der- 
selbe vollständige  Quotient  zweimal  vorkommen.  Auch  kOnnen 
nicht  zwei  vollständige  Quotienten  einander  gleich  sein.  Denn 
wenn  etwa 

^»-a  Vi4"-* + f^-^VA»-^  -H^-^pW  A^-^^.... 

. . . .  -f  q^^-WA^  i  pqr-^VA^  +  p'^-'WA  ±  (/?op— *  -  yog*"*i<) 

T  (p^'-q^A) 


TiPi^—qi^'A) 


V  /m  titieH  Ketta^ntch. 


•  *       •    • 


•      •       • 
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Eine  Haaptscbwierigkeit  ist  immer,  die  iri  den  irrationalen 
Grössen  enthaltenen  grüssten  ganzen  Zahlen  zu  finden.  Doch 
werden  die  Unterschiede  zwischen  diesen  Grössen,  abgesehen 
von  den  Zeichen,  immer  kleiner  werden,  also  die  in  denselben 
enthaltenen  grüssten  ganzen  Zahlen  bald  einander  gleich  sein, 
wesshalb  man  dann  von  da  an  jedesmal  nur  Eine  derselben  za 
suchen  und  dieselbe  n  —  Imal  zu  nehmen  hat. 


§.  9.    Zahlenbeispiele. 


x     =  V2  = 


X     = 


x"   = 


x""  = 


:'^= 


d-^  = 


V2+1 
1 

V2+1 
1 

V2-H 
1 

V2+1 
1 

V2+1 


u.  s.  w. 


'4 

2  +  4 

X 


2  +  :;7-r 


2  +  ^ 
^  +  i^i 


0 


5 

12 

29 
70 


1 


1 


17 


41 


99 


X    =  Vl6  = 


X 


X 


X       = 


ar'^=: 


a:^  = 


V15+3 
6 

V15+3 
1 

V16+3 
6 

V15+3 
1 

V15+3 
6 


3  +  i, 

'    X 

1  +  F-^ 
1 


U.   8.    W. 


0 


1 


8 

55 
63 


27 

31 

213 
244 


as  V43s= 


}/•        = 


,1F 

jgrn 


V43+6 

V43+1 

6 
V43+5 

3 
V43-f4 

9 
V43+6 

2 
V43-fS 

9 
V43-f4 

3 
V43+6 

6 
V43+1 

7~ 
V43-f6 


V  ^M  «/neu  KeUtnbfuch. 

6  +  p 

1  +  J. 
3  +  JlF 
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—       1 


V43-I-6 


—       7 


n>  8.  w. 


X"        = 


X''         Ä 

«ri     = 

mVMU 


=  V73  = 

_V73-|-8 
—       9 
V73+1 

8 
V73+7 

3 
V73-f8 

3 
V73-f7 

8 
V73+1 

9 
V73+8 

1 
V73+8 


—      9 


1  + 


1 


m 


12 -f 
1  + 


1 


•XU 


8+i 

,    1 


1  + 

16  + 


1 


xVit 
1 


»  +  ^ 


U.    8.    W. 


0 

I 

1 

6 

1 

7 

2 

13 

7 

46 

9 

59 

S2 

341 

61 

400 

235 

1541 

296 

1941 

531 

3482 

6668 
7199 


0 
1 
1 

2 
11 

57 

68 

V& 

2068 


43725 
47207 


1 

8 

9 

17 

94 

487 

581 

1068 

17669 


2193   (    18737 
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SeeUng:    YerwamUtmg  der  trraUmate»  er8$t 


=  V97  = 


X  z= 


_V97+9 
16 


«"      = 


_V97+7 
3 


oT      = 


xir    = 


x*"     = 


xf^t    = 


x^"  = 


Xl""!  = 


«'*      = 


xx      = 


V97+8_ 
II      — 

V97+3 

8  - 

V97+5_ 

9  ~ 

V97-M_ 
9      — 

V97+5 
~W~  = 

V97+3_ 
11      - 

V97+8 


V97+7 
16      - 


XI    =  ^«749  __ 


xJ«  = 


V97-f9 
16     — 


^^^> 

'-^ 
«  +  p 


1 
1 


0 


>  +  -iF 


1  +  -T^ 


»  +  ^ 


>  +  ,-rr/ 


1  + 


1+ 


xix 


ß+:3 


1  + 


18+ 


1  + 


x" 

1 

««' 

1 

xXiii 


U.   8.  fV. 


6 


13 
30 
33 
53 

86 
483 

969 

10726 
11294 


9 


10  < 


89 


.     128 

197 
386 
82S 

847 

4757 

5604 

105629 
111233 
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=  ^2  = 

•+i. 

1/4+1/2  +  1 
—           1           "" 

3  +  J, 

31/4+4V2+2 

—        10        - 

■+i" 

4V4  +  6V2+4 
—            a             — 

8  +  J/F 

•ir 


_  ÖV4+29V2+27  _ 


t»      = 


»»''    = 


^u  = 


55 

27V4+34V2-10 
'6^ 

00^44-631/2-1-64 

47 • 


^V4;-f28&V2-f248 

SIÖ 


»+i 


1  + 


4-f 


1 


X 


=      1  + 


I 


Tut 


_„„  _  a77V4-|-  349V2- 120  ,^    1 


II 


»U    s 


S04V4-KO6va-f661  .^^   1 

s^ *+- 


_  430&v'4-|-S429V2 -1-4813  _,  .  _L 

»  — f^[i  — ^  +  frll 


9"    — 


4813V4-|-6064V2-f6342     ...     1 

EttS ="+i2» 


71(»1V4490885V2+94106_^ .     1 
2^  ^*"*' 


__„    7IWHV4-f9638QV2.|.91213_,^ .     1 


^^ 


0.  a.  w. 


0 


23 


27 


50 


227 


277 


504 


4309 


4813 


71691 


76504 
836731 


1 


I 


29 


34 


63 


286 


349 


635 


5429 


6064 


90325 


9638» 
1064215 


J^-i  f. 
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X 


=  V3  = 


X'       = 


X  = 


V9+V3+1 
§ = 

2V9  + 31/3+3 


a:'" 


a:^^'   = 


X 


V    — 


X 


VI    SS 


j.F/l  = 


7V9+10V3+6_ 

29  •" 

9V9+13V3+11 

43V9+62V3  +  49_ 

M"  " 

52V9+75V3  +  66 

51  "■ 

303V9+437V3  +  471 

928 

U.    8.    «V. 


X     =  V4  = 


j:      = 


a:"     = 


V16+V4  +  1 


V16+2V4 


x^'    = 


a:^^  = 


ar*^    = 


x^'  = 


a:^^^= 


2V16+31/4+2 


6Vl6+8V4+8_ 
I2  "" 

12V16+ 19V4  +  8 

53  "" 

17V16+27V4  +  21 

3i  ~ 

631/16  +  100V4  +  108 


188 


2  +  p 


3  +  ^^ 


1  + 


X 


ly 


1 


4+-.F 


*  +  ZF/ 


a:i 


»+^Fn 


I 


=  '+P^7 


2  +  F^ 


2  +  rr 


»  +  p^i 


3  + 


;fii 


=      ^+pm 


U.    8.    W. 


1 


^ 


I 


10 


9 

13 

43 

62 

52 

75 

303 

437 

355 

512 

0 

1 

1 

l 

• 

1 

2 

2 

3 

5 

8 

12 

19 

17 

27 

63 

100 

143 

827 
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107 


=  V5  = 


•*i- 


0 


_  V25-f  V5  +  l_ 
—  4  — 


>+^' 


1 


V25+2V5  +  I 


2  +  ^ 


1 


3  V'2S  -I-  S  V5  -t-S 
10 


a+ir 


Tvas+Kvs+iö 

13 


4  +  A 


12 


311/25+63^5  +  73 

78 


X' 


31 


53 


10OV2S+171V6+227 


=    3  + 


•rn 


100 


171 


,      331V25  +  566V6+37fi 
~  1959 


=     1  + 


vm 


331 


666 


n.  8.  «r. 


431 


737 


V6  = 


1  + 


1 


0 


V36+V6+1 


■^^+2^6+2 


»+^' 


*  +  ^ 


6V36+9V6  +  12 

21  — 

11 V36 +201/6+30 

14  — 

«2V3ö-fl49V6  +  236 
267V36  +  467V6+847 


5 


=         3  +  ^^ 
=    308  +  ^, 


11 


82 


257 


9 


20 


149 


467 


a.  s.  w. 


130638   l  237386 


V--»3 
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Seeiing:    Verwandlung  der  irratkmaien  Griffe 


X      ^ 


X       = 


x"    = 


x'"   = 


x^^^ 


x^   = 


V7  = 

V49  +  V7+1  _ 
6  ■" 

V49  +  2V7+3_ 
l  "" 

11V49  +  21V7+35 

56  "" 

23V49-I-44V7  +  77 

15  ^ 

3791/49  4-7251/7+1299 
1448 

O.   8.   W. 


»4 


2+jr'' 
16+jF 

2+^/ 


0 


1 
11 
23 

37tf 

781 


I--; 


a 


31 


44' 


TS. 
1494 


3 


X        := 


ar*      = 


0^'  = 


a:^^  = 


a: 


f  -— 


V9  = 
V81-t-2V9  +  4_ 

i  ■" 

12V81+25V9  +  46 

TT  "" 

25V81+52V9  +  100_ 
17  "" 

462V81 +9611/9 +1808 
3529 

487V81  +  1013V9--293 
2530 

U.   8.   W. 


^^^^ 


12  +  ^, 


2  +  ^ 


18  +  ^77^ 


1 


6S  ^ 


961 

1013 

1974 


j 


X 


=  V10  = 


X'      = 


o;"    = 


Vl00+2Vl0  +  4_ 
2  "" 

6V100+  13V10+22 
37 = 


6  +  P 
2  +  ^ 


X 


m 


13VIOO+28V10+S2_ 

^ iS  —  «'  + 


x^y  = 


y  = 


18 
1231/100  +  2651/10+470  _ 


a: 


a   -   • 


a: 


VI  ^ 


955 
1361/100 +  293V10-- 95 

SOT"^      ' 
2591/100 + 5581/10+508 

i3M 


=  1  + 


1 


_ .  1 


\ 


0 


1 


6 


13 


123 


136 


269 


1 


3 


13 


28 


266 


293 


\"^ 


i 


V  ii  einen  Kettenbrueh. 
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VI5  = 

^4 

V225+2V1S+4 

7              "- 

2+p 

21^235^5^16+10 

♦>+,- 

6                ~ 

0 


1 


i3V2gS4-32Vl5+60 
187 

151^225 +37V15+ 67 

^ 

133  V22S  -t-  328V15+583 
2003 

148V226-f366Vl5-t-e8Q 
2S 

0.  8.  fr. 


=    1  + 


.ir 


8+:-F 


'  +  ^i 


=  *0+j^ 


13 
15 

133 

148 
1613 


32 
37 

328 

365 

3978 


=  V18  = 


V324+2Vl8+4_ 

10  -~ 

V324+3V18__ 

9  ~ 

2V324+5V18  +  3  _ 
19  ~ 

3l/324+8Vl8+4_ 
26  "~ 

5V324  +  13Vl8+2_ 
5S  — 

8V324+2lVl8-t-27 
46 

29V^4+76Vl8+]92 


X 


,     1 


1+ 


x- 


»t 


>  +  Fr 


1+i 


a;' 


1  + 


1 


3+ 


xVi 
1 


X 


''s 


26 


=     22+ 


X 


rii 


1 
rJli 


0 


1 


1 


Q.  8.   W. 


8 

29 
646 


1 


8 
13 

21 

76 
1693 
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•  •«S' 


/ 

:r  i/l'l 

^4 

0 

1 

#' 

Jl 

1+^ 

1 

1 

n 

1 

2+^. 

1 

». 

l'" 

:U';mi  1  SV*  19 +  21 
1"     -   ^ 

w+P? 

3 

8 

•  " 

l'.HK':mi  1  ROTv'IU  +  lSOS 
'iH43 

=  '+fr 

190 

507  , 

•  » 

lo:u  ;wi  1  Rirn'i9HH5 
I2iw              — 

s+pi 

193 

515  J 

11.    8.    W. 

576 

1537] 

1 

V'4S    - 

'-^ 

» 

0    ! 

i 

~A 

1  ' 

\'2MM  |a\*48  +  0 

>^^- 

1 

^] 

1 

%'^>,«U  f  4%'4S 

1 

4 

•  f 

i 

•>%  2;XU+:%'48  +  4 
41 

!   -•    /, 

•  • 

7 

■ 
P 

« 

«■ 

u 

; 

- 

^ 

2» 

-    ■ 

n\  •r>0-s-i4nvV-   ^ 

-   "          "V. 

m  ' 

i'x'^'-'i4t^^    • 


\m 


«t 


V  in  einen  Ketienöruch, 
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=  V75  = 


V562S4-4v78+16_ 

n         - 

4V6625  +  17V75+44 
113 


1  + 


1 


,<w 


0 


] 


17 


5V5e2S+21V75— 3 
—  114  "" 

9V6626  +  38V75+51 


F  — 


1  — 


197 

14VS625+ft9V75  — 22 
421 

23VS625  +  97V754-319 
148 


O.   8.   W. 


i  +  pi- 
=    J  +  P7 


5 

9 

14 

23 
175 


21 

38 

69 

97 
738 


=  V98  = 


1/9604-1-41/98-1-16 


34 


^  +  ? 

I  +  i 


0 


1 


V9604 -I- 6V98  -  2  _ 
27  "~ 

2V9604-h9v98-t-13 
65 


1-f 


1 


»t»i 


1 


1  +  ,/F 


1 


3V9604-fl4V98 
98 = 

SV9604+23V98-t-56 


l+-r 


ar 


3  +  rF/ 


14 


23 


7  = 


18V9604-f83V98-f313 
251 


=    ^"^1^ 


18 


83 


.„     T7  V9604-^  366V98  -f  1319 
"^  1^9 

n.  8.  w. 


1 


—  3  +  ^^(1/ 


77 
249 


355 
1148 


112 


Seeiinff:    Verwandlung  der  Irrationalen  Crdne 


X      =  VlOO  = 


4  +  i 


VI000O+4VI00+I6  .  .    1 

X        = SB =  l+p 


x"    = 


36 
VlOOOO-f-SVlOO 


25 


1  +  i^ 


X'"    = 


x^y  =^ 


X*    = 


X^^'rr 


1^"= 


2V10000  +  9V100  +  6  ,  .    1 
=       »  +  wF 


71 

3V10000-H4VI00-I-36 
44 


=      3  +  -I. 


llVlOOOO-f  511/1004^114      .      I 


449 


=  »  +  ,f7 


14  VlOOOO  -f  66 VlOO  -t- 125    ^  .     1 
225  -«*+^gFn 

63Vl0000-f246Vl0O+94O     ,  .      1 
764  -*  +  ^Fro 

O.  8.   W« 


0 


1 


1 


11 

14 

53 
226 


9 
14 

51 
65 

246 
1049 


X     =V300  = 


X'     = 


V900004-6V300  +  36 
84 


6  +  i 


=    1+p 


V900004-7v300-f6  _  . 

X        =  jo ^  ^  -f- 


a;"'   = 


43 


3v90000-t-20V300flOO 
lÖÖ 


=    3  + 


af" 
1 


,^      1OV90000+67V300  +  22O      .  .   1 
^.       13V90000+87V300+123_  .  .    I 

X'    = SivT  —  *  T  — D 


597 


r/ 


«r/  = 


36V90000+241V3004-1353    ^  .     1 
721  ~  °  ■•"  i^  " 


„,   229V90000+1533VM0+8649    „.     I 

X  *  "^ nhwtf» =2+ 


10263 


yiii 


u.  ■.  w. 


0 


1 


10 
13 

36 

229 
494 


1 


6 


20 

67 

87 

241 

1533 
3307 


V  Ai  einen  Kellenbrueh. 


113 


=rV890=: 

V792100-f9V890  +  8l 
~  161  - 

V792100-|-I0v'890— 10 

-  iiö  — 

_  2V792I0Q+19V89Q-I-60 
~  261  — 

3  V79-2100  ^•  29v^890  +  41  _ 

—  35»  — 

5V792100-t-48v890+66  _ 

—  S58  ~ 

8  V792100  -f  77  V890 + 208  _ 

—  853  — 

13  V792I00  + 126^890  - 155 


i— 


Us 


2205  — 

21 V792100  +  202v'890 + 1870 


118 


9  +  -^ 

x' 

1 
1 


0 


I 


8 


13 


a.  8.  w. 


21 
1021 


10 
19 

29 

48 

77 

125 

202 
9821 


=  V41  = 

V68921 +2V1681  -^4V4I  +  8  _ 

-  25  ~ 

i/6892H-3Vl681  +  9l/41  - 13  _ 

-  -jö  - 

4V68921  4- 101/1681 4251/41  +47 

-  31 

4 


^ 
»+i> 


0 


1 


1 


1  + 


x"' 


=       7+4^ 


KSv6892HS70Vl681-fl444V41-f2390_,  .  1 

9511  "'  +  5^ 

2891/68021  +731 V 1681  -|-1849l/41  -229      ^       1 

5560  —'^^ 

2401l/6892H6076v'168H15376V4H16521 


15 


17 


5 


38 


43 


64635 


—  2+"-.Fi/ 


X^ 


49 


124 


I 


I32»V68921+33465VI681 +84681 V41  + 191329 


53864 


u.  s.  w. 


=  »8  +  -j?,yj 


115 


291 


.* 


v^ 


114 


Seettng:    Veneandlung  der  irraUoHolen  Crösu 


X      =  Vß4  =s 


2  + 


I 


X'      = 


«"    = 


«"    = 


V'157464  +  2V2916  +  4VS4  +  8 

38 

4 _  _4 -« 


1 


2  +  5* 


VlS7464-t-3V2916+9V54  _ 

27  — 

9V 157464  +  24V2916  +  64VS4  -f  78  _     „     _l 


278 

4 


x^r 


xiy  = 


x^  = 


49Vl57464+133V2916+361V^4+694  _  -  .   1 

m  -  '*+P' 

I444Vl57464-|-3914V2916-fl0609V54-f  20197 


46463 


=  2  +  ii 


X 


vt  — 


6889Vl57464-f  18675  V2916^50625V54472549 


38 


1 


141291 


=  5  +  5wI 


«''"= 


82369^157464-|-223286V29I6-|-605284V54-|-918g54 


2496038 


=  2  + 


I 


X 


VIU 


n.  s.  VI. 


83 


2 


287 
657 


? 
171 


X        SS 


X'      = 


V250s 

V1662S000  +  3V62S0O+9V25O-t-27 

169 


*"  = 


x^  = 


V15625000  +  4V62500+16V260+68     ,.  .   1 
6 =*^  +  i* 

1764Vl562S000-|-7014V6%00-|-27889v"J»0-|-lO78S2 


127879 


0 


I 


=  3  +  -jj. 


«^ 


( 16129V15625000-I-  64135  v'625004^255025V250 ) 


x'f'ss 


_\ 


+ 488125 


f 


1590375 


42 


U 


=2  +  i 


u.  s.  w. 


187 


BC 


286 ID 
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=  V9  = 


^4 


V16  +  V8+V4+V2  +  1_ 
s  j  — 

2l6Vl6+K2V8+294V4+343v^+191_.     1 
= ^^^  -*+a^ 


ir 


1255 

343Vld+392V8+448V4+S12V2-140    „     1 
=  846  ~^^xi 

800avl6-f9200V8+10580V4-f  12167  V2+1272 
=  36343 

19683VI6+22S99V8425947V4+29791V2— 16657 


68663 


=1  + 


X 


ri 


7  — 


( 103823VI6+119286V8+137052V4+157464V2^ 
\  —91962  1 


475010 


=»  +  ^pr/ 


m- 


I  406224V16+466460V8+5346Ö0V4+614126V2  \ 
\  +95606  ] 


960123 


=3  + 


.Fi// 


a.  8.  w. 


0 


1 


i 


6 


8 


20 


23 


27 


31 


47 


54 


74 
269 


85 
309 


ssV3  = 

V81+V27-fV9-H/3-f  1  _ 

-  2  — 

64V81+80V27+100V9-H25V3+143 

-  53 


4  +  p 


•  _ 


(I86193V81+230679V27+287337V9+357911V3) 
\  Hh  386393  1 


846820 


1 


=2  +  5rr 


{ 


1643032V8I  -|-  2046828V27  +  2549862V9 
+  3176623V3- 270856 


} 


8752803 


-\^ 


0 
1 

4 


1 

5 


57 


71 


O.   «.    IT. 
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'? 


116  Seeiinff:    Verwandlung  der  irrationaien  M^H 


•^ 


X  =s 


V6=  l  +  :z7 


»' 


V625  +  V125  +  V25+V5  +  1_  „.1 

= 4 ^^ 2  +  p 

„  8V62S+12V12S4^18^25+27V5-1  _    ,       1 

«^       =  ^  —    *  +  5» 

27v625+36Vl25+48v'25+64v'5-42     .  .     1 
^     = 191 ; ^='+5?*^ 

_  125V62S-fl7Sv'125+245V26f  343v^5-229 
*       —  IIJÖ 

612V625+704Vl25f968v25+133lVSf87 


4 


2789 


=2  + 


9261 V625+12789V125 1 17661  V2Sf  24389  v'g-8SI 
■        —  90644 

(24389  v'625  4^33640  v'I25-|-46400V25-|-64000V5) 

,ru  _  i -2450S I 

""  155745 

=2  + 


8 


21 


ft 5       _ 6 


/  493039V625+680269V125  +  938599V26 
^,-,       \  + 12950291/5  +  1435305 


} 


29    4 


957554 


a.  8.  w. 


79  10 
661  91 


X     =s  V7=  1  +  -, 

V2401+V343+y49  +  V7+l  _.   1 

=" ~6 — ; — ^.       "'"^' 

„    _8V2401+12V3434 181/49  + 27 V7431     ».    1 

^     —  19  ~       -*'  +  «•" 

( 6859V2401-|-10108v343-f  14896V49+21%2V7  \ 

j -I- 19474 ] 

«•   =  122326  ,  .    1 

(926IV24014-13671V343+20I81V49+S9791V7  \ 
_J +7385 ]_ 


stf'ss 


40444 


19 


Xu 


'i:    '■ 
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1/41=Vi<  = 


■t^ 


iö =       '  +  ?' 

23  — ^  +  i* 


{  I2f 
<    + 


1296V^» + 2376  VJ* + 4356  V/<' 

7986V/l«  +  I464lVJ+3286    J  ,1 


"] 


141335 


j  2401VJ»+4459V^4+8281V^»  i 

l  -f  153791/^«  -f  28561 V^  +  50299  1  _<«  .    I 

3300  —  ^  +  iF 


0 


1 


I 


I 


1 


6 


11 


7 
692 


13 

1285 


veoi=vA= 


2  + 


I 


X 


{ 


V^«  +  iVA»  +  iVA*  +  8VA» 
4  leh/^'  +  92V A  +  64        )  _ 


} 


473 


I  32v'i4«+80Vi4»+200V^*+500Vi4' 
l        +1250Vil«+3I25Vil+72I4 


} 


1197 

U.  8»   W. 


2  +  P 


=44+^ 


1 


1 


l 


2 

89 


5 
222 


/  _ 


=  V2000  =  V^  = 

VA'+2VAH4VA*^8VA* 
+161//«»+ 321/^4 +  64 


2  + 


1 


0 


1 


) 


1872 


=       1  +  r» 


1 


f  = 


1 


r"  = 


I  VAH3VA»+9VA*+  27 V^» 

\       +8lVil»  + 243^-4 +542       )  «-  .    1 

187 =   ^  +  5* 

j  11881376l/i4«+35187152Vil»+104208104V^4 


+308616308V^»  +  913979066V^» 
+  2706784157v'y<  +7435588267 


IS097085I47 


O«  B,   W» 


=  3+^n 


1 


26 


77 


\  T«^«a» 
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Seeling:    Vertrandlung  der  trraUenalen  Sröue 


:^^ 


X 


X      = 


X      := 


VlO  =  Vil  = 


\     11         11         11  ,^.     II  II         \ 

9 

M*.  5^  l/^H^.SVi^^+SV^ +720135) 


.'«/ 


>n^ 


"^h 


68^085 

13v'^iH13«.  16Vi4H.I3^.  lö^V^«  \ 

+  13M6V^^+ 13».  16*Vi4« 

+  13*.  16»i/2l»  + 13».  16  VJ* 

+ 13«.  WVA^  +  13.16V^a 

+ 16  Vi4— 16781535080 


=3  + 


X 


tt$ 


329417895954 


u.  s.  w. 


2  +  ^ 


0 


1 


13 
30 


I 

3 
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9.  10. 


Man  fcann  auch  dia  irratioDale  GrSsse  VA  In  eineo  Ketlen- 
icb  rern-aDileln,  ohns  die  Nenner  der  vollsltladigen  Quotienten 
ioDsl  XU  machen,  und  zwar  in  folgender  Weise: 


-i> 


-n, 


"    5 
II-   - 


II 


1     i 


">■    i 


t       -s- 


120 


Seeltng:    VerwaiuUimg  der  trraltuuUem  9rHm 


^ 


Bi8  Diener  ist  immer  a:w=— ^- — ^"S'""^""^ — ^ü — ==^  ,   

^p±gVA  ipip-^qVA)  qVA^f 
wobei  die  oberen  Zeichen  für  die  NäherungebrCche  ungerade 
Ordnung,  die  unteren  fär  die  Näherungsbrüche  gerader  Ordnuf 
gelten.    Diese  Formel  vrird  allgemein  gfiltig  sein,   wenn  der  fol 

n 

gende  vollstiDdige  Quotient  «(H-i)  =  TP^yV  _  . 


ut 


Dies  irird  aber  folgendermassen  bewiesen: 


U 
Ht 


B 
Q 

2 
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s 
II 


I 
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II 


■H 
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II 
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Ol 
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o  « 

^  iS 

0  ^ 

N  » 

ja  ^ 

O  CO 

es  — 
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I 

II 

«> 

I 
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"^ 

I 

II 
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e 


I 

•fi 


r 


"  120* 

V  ^  ^'««i  gettenbrueh. 


Die  Reihe  der  Irrationalen  Grossen  im  Zähler  dieser  letzteren 
Formel  ist  aber  eine  geometrlsclie  Progression  von  n — I  Gliedern. 

erete  Glied  derselben  ist  =9«-*i/^"~S  das  letzte  =p"-"*Vi4, 

der  Exponent  =:    {;    .    Folglich  Ist  die  Summe  der  Glieder 

qVA 


_/?»-^  —  ^-^VA*-^     p"-Vi<~g«-^i< 


-£--1  -^ — ^  p-vv^ 

qVA  VA 

mitbin : 

=F(]9"— 9"-4) 
fi»~  Vi<--»  9«-'i<  db  (p  -  y  V^)  (y» y-^— y^y«-M) 

Dieter  letzte  Aasdmclc  muss  nnn  =  — ^^- — ^-^j — sein.  Dann  ist: 

±  P  V  T  p  V^  TP*?®V^  ±  9  V^Vi< 
=  p^WA — ^1^  J:  pOp«  T  p^^-^A  T  p^p^^qVA  ±  7^flr«il  Vil, 

Tp^9*i<T;^9^Vi< =— 9»-MTp9®9"-*-4  +p«-Vi<TpV~*9Vi<, 

±(P*^-P®^)^-*^— P"-Vil  =  —  9"-*^  dt  (p9''-;»VP""*Vil, 

(F»*— l^y)^""^-^Tp^V^=T  j'-^i*  +  (pq^'-p^g)p^WA. 
Diese  leiste  Glelcbang  ist  aber  richtig,  well  p^o— pO^sTl- 


■  ■ '-ftsi 


120» 


Seelingi    VerwantUung  der  irraUanaien  Grösn 


§.  12. 
Zahlenbeispiele,    berechnet   nach   der    Formel: 

qVA—p 


X     =  V890  =  9,6190017  = 
1  I 


9+i 
I 


X       = 


„    _  9-1/890  _- 0,6190017  1 

^     ~  V890— lO" ~^'^**^'^**^  ~        *" 

»r        10-V890      0,3809983         ,  .  _L 
"^     ~2V890-19~  0.2380034-     *+«^' 

,^_19— 2V890     -0.2380034  j^ 

^     ~3V890-29~-0.1429949-'  +  a:'' 


7-'     — 


29— 3V890     0,1429949 


5V890— 48 


""0,0950085-     '  +  x^i 


xyi  = 


48— 5V89a     —0,0950085 


8V890-77  ~ -0.0479864 


1  + 


1 


Fll 


77— 8V890       0,0479864     ,  .      1 


13i^890-I25~Ö;Ö47Ö22l 


125  -13V890  _  -0,0470221  J_ 

"^       ~2lV890-202~-0.0009643-^+*« 

IX  -    202-211/890       0.0009643    ^      1 
~  1021 V890  -  9821  ~  0^0007357-      x^ 


x^  = 


■X'  = 


9821- 1021 V890  _— 0.0007357 
1042v'890— 10023"~~0,0002286 

=  3  + 

10023 -1042V890     0.0002286 
4147v'890— 39890  ~  0,0000499 

=  4  + 


xXi 


Till 


a 


5 


13 


21 


1021 


1042 


4147 
17630 


I 


10 


19 


29 


48 


_77 


125 


203 


9631 


100» 


39800 
169583 


V  t>t  einen  Kelteubruch. 


120 


X 


V601  =2,494492= 
1  1 


J9 


2— V60I      —0,494492 


2^601 -5  "-0.011016 


5— 2V60I 


2  +  i 


./r 


0.011016  _ 

891/601  —222  ~  O,009788  ~ 

222— 89V601      —0,009788 


1 
7  +  i 


0 
1 


91Vß01-227~-0.00I228-'  ^:c 


89 

1 

726 


222 

227 
1811 


X      = 


X      = 


.. „      1 

2  +  ^ 

Vl0000-2"Ö^Ö3Ö9ß"      3'2  +  Z' 


V10000= 2,030918= 
I  1 


1». 


«"    = 


2— VIOOOO       -0.ft309l8  J^ 

32V10000-65  ~  -0.010624-     +  x- 


1  9 


*«'  = 


6S— 32V10000  _0,0I0624       ,  .  X 
65V100(K)-132 "0.009670-  '  +  ^^»^ 

i:i2— 65V10000  _  -0,009670  1 

97V10000-197  ~  -0.0ÖÖü54-'0+,,f 

§.   13. 


0 

1 

32. 
65 

97 
1035 


1 
2 

65 
132 

197 
2102 


Die  Formel ist  freilich  viel  einfacher  als  die  Hauplformcl  in 

{.  3. ;    auch  ist  die   Berechnung  der  Zahlcnbeispiclo  nach   derselben    nicht  so 

seitrmiibend   wie   das   in    §.  8.    angegebene  Verfahren.      Diese    Berechnung   ist 

aber,   wie  sich  aus  der  Betrachtung  der  Beispiele  in  §.  12.  ergibt,   fast  werth- 

kM,  und  swar  aus  folgenden  Gründen: 

n 

1.  Um  nach  der  Formol     ^ eine    irrationalo  Grösse   in   einen 

n 

qV^  —  P 

Kettenbrnch  sn  verwandeln,  muss  vorher  der  Werth  dieser  Grösse  in  anderer 
Weise  ermittelt  werden,  und  zwar  ziemlich  genau,  weil  sonst  die  Berechnung 
leicht  geradezu  unmöglich  wird,  indem  sich  negative  Zahlen  als  Kettenbruchs- 
nenner  ergeben ,  wovon  man  durch  einen  Versuch  sich,  überzeugen  kann. 

2.  Durch   vorstehende   Berechnung  sind   eigentlich   nicht   die  irrationalen 

B  7  13 

GriVsien  y'^QO,  \/^0\  und  \/\QOQQ,  sondern  nur  die  endlichen  Zahlen 
9,6190017,  2,494492  und  2,030918  in  Kettenbrücho  verwandelt  worden. 

8.  Diese  Berechnungsweise  ist  von  dem  gewöhnlichen  Verfahren,  einen 
faneineD  Brach  in  einen  Kettenbruch  zu  verwandeln,   gar  nicht  verschieden. 

der  Augenschein  lehrt. 


]  20^  Berichtigungen. 

Beriehtigvngei  ii  dem  Auftatie  Nr.  Till,  des  lemi  K^itij  I» 

Brini  <n  diesem  lefte. 

8.  61.  letzte  Zeile:   Hinter  der  letzten  grossen  Klammer  ]  fehlt 

eine  erhöhete  2  (Quadrat)  und  ist  also  zu  setzen  ]*. 
8.  56.   Z.  5.  V.  o.  statt  p  im  Zähler  des  ersten  Bruchs  s.  m.  p\ 
8.  58.  Z.  23.  V.  o.  statt  », Letzteren'*  s.  m.  , »letzteren. *' 

8.  59.   Z.  11.  V.  o.  statt  -« — t«  s.  m.   -| — t=. 

8.  61.   Z.  5.  V.  u.  statt  „ Letzteren '*  s.  m.  „letzteren.** 

8.  62.  Z.  3.  V.  u.  statt  -^  s.  m.  -g|. 

8.  63.  Z.  7.  V.  u.  statt  —3  s.  m.   -^. 

8.65.  Z.  5.  V.  u.    Die  Nummer  (17)  gehurt  zur  vorhergehenden 

Gleichung      g__ ,  =  etc.  in  Z.  7.  v.  u. 

8.  68.   Z.  9.  V.  o.  statt  „  —  9?*"  s.  m.  „  =  9«.« 
8.  68.   Z.  8.  V.  u.    Im  Nenner  des  grossen  Bruchs  am  Ende  des- 
selben s.  m.  ,yä^€2^*'  an  die  8telle  von  „a*C|^.'* 
8.  69.  Z.  8.  V.  o.    In  dem  Nenner  des  grossen  Bruchs  zu  Anfange 
desselben  s.m.  „fi*fa**'  statt  „c*fi*^***;  man  tilge  also  c*. 
8.  74.   Z.  8.  V.  u.  statt  »«dem  Ellipsoide"  s.  m.  »»der  Kugel.** 
8.  76.  Z.  7.  V.  o.  statt  »»in  vertikalen  Diametralebeneo **  s.  m.  »»io 

der  vertikalen  Diametralebene.** 
8.  76.   Z.  8.  V.  o.  statt  „  (/'€'"  s.  m.  »,  (TC.** 
8.  76.   Z.  18.  V.  o.  statt  »»Radius**  s.  m.  „Durchmesser.'* 
8.  76.   Z.  20.  V.  o.  statt  »»benutzen**  s.  m.  »»benutzen.** 
8.  77.   Z.  15.  V.  o.  statt  »»parallel  yei"  s.  m.  »»parallel  zu  yti.*' 
8.  78.   Z.  7.  V.  u.  statt  »»ebenfalls**  s.  m.  »»allenfalls.** 
8.  78.   Z.  5.  V.  u.  statt^  »»Benutzung**  s.  m.  »»Benützung.** 
8.  78.  Z.  3.  V.  u.  statt  p  s.  m.  P. 
8.  79.   Z.  4.  V.  o.  statt  p  s.  m.  P. 

Auf  der  Figurentafel  IV.  fehlt  in  der  Figur  auf  der  liokeo 
8eite  der  unteren  Hälfte  an  den  Durchschnittspunkten  der  LiDien 
O^G  und  O'F  mit  der  äussersten  elliptischen  Umfangsliuie  der 
Buchstabe  r.  

Diese  im  Archiv  sonst  ganz  ungewöhnliche  grusseni 
Anzahl  von  Berichtigungen»  welche  übrigens  bei  Weitem  den 
grössten  Theile  nach  nicht  auf  Rechnung  der  Druckerei  und  des 
Correctors  kommt»  ist  leider  entstanden»  weil  wegen  der  dmcfc 
den  Krieg»  während  welches  der  betreffende  Aufsats  gedmefct 
wurde,  eine  Zeit  lang  völlig  unterbrochenen  Communicatien  — -  tai 
Folge  eingezogener  Nachrichten  —  eine  letzte  Correctiyr  nlMhr^i 
Brunn  sicher  zu  senden  ganz  unmöglich  war.  Q.  ^ 
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Folglich  sind  ffir  7  =  1  die  Strecken ,  welche  zwischen  den 
auf  derselben  Seite  des  Urdreiecks  abgetragenen  Theilpankten 
liegen,  doppelt  so  gross  als  der  Abstand  des  Berfihrungspuiiktes 
des  in  das  Ordreieck  eingeschriebenen  Kreises  von  der  Dreiecke- 
spitze,  welche  der  betreffenden  Seite  gegenüberliegt. 

e)  Ist  r  der  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises,  so  ist 
bekanntlich : 

:r  =  r.ctgi/l,  ^  =  r.ctg^ß,  s  =  r.ctg|C; 
also  ist:  • 

DF.HE.GJ  =  Sr^ctgJil.ctgJB.ctgJC 

=  8r»(ctgi^  +ctgiÄ  +ctg40. 

0  Es  ist  aber  auch  für  7=  1  (Taf.V.  Fig.3.)  BN=  BF^  \DF 
=  a— Ä  +  i(— a  +  6+c)  =  4(a— Ä+c)  und  CiV=4(a  +  6  — c); 
ebenso  iiP  =  iiG—JGJ  =  ^(—fl  +  ft  +  c)  und  ÄP=:  4(a— 6  +  c); 
desgleichen  CO  =  AE-{HE  =  lia^b-c)  und  ^0  =  1(— a+6+c); 
folglich  treffen  die  Hohen  der  gleichschenkeligen  Dreiecke  (fflr 
f  =  1)  in  die  Berührungspunkte  des  Kreises,  welcher  in  das  Cr- 
dreieck  eingeschrieben  ist. 

g)  Es   ist    also  (nach  c))  Rir  9  =  1 ,    wie  allerdings  auch 
schon  aus  d)  folgt: 

^iV=.T.tg«/l, 

LO  =  ^.tgsB, 
.VPznz.tgsC; 

d.  h.  die  Hohen  der  drei  gleichschenkeligen  Dreiecke  sind,  wenn 
man  die  ganzen  Droiei-ksseiten  selbst  abgetragen  hat,  gleich  den 
Normalen,  welche  man  in  den  Berührungspunkten  des  einge- 
schriebenen Kreises  auf  einer  der  beiden  Seiten,  auf  welchen 
die  Gruudseite  des  betreffenden  gleichschenkeligen  Dreiecks  nicht 
liegt,  errichtet  und  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  anderen  Seite 
verlängert.     Es  ist  also  in  Taf.V.  Fig.  3.: 

KN  =  PK'  =  OA";  LO  =  iVF  =  PF";  MP=i  OZ'  =  NZ'*. 

h)  Aus  0  folgt,  dass  für  7  =  1  die  Höhen  der  gleichsehen- 
keligcn  Dreiecke  sich  in  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  schneiden, 
welcher  in  das  Urdreieck  eingeschrieben  ist. 

i)  Hieraus  folgt,  dass  man  den  Mittelpunkt  des  in  ein  Drei- 
eck  eingeschriebenen  Kreises  finden  kann,  wenn  man  auf  zwei 
Dreiecksseiten  die  beiden  anliegenden  abschneidet,  die  zwischen 
dt  n  beiden  Theilpunkten  liegend^  Strecke  halbirt  und  in  den  so 


-■H 
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salen  des  Dreieck»  KLM,  welche  die  Winkel,  respective  die 
Au8senivinkel  desselben  ha^biren/  da  sie  von  den  Spitsen  der 
gleichschenkeKgen  Dreiecke  auf  deren  Grandseiten  gefüllt  sind. 
Folglich  ist  ihr  gemeinschaRlicher  Darchscbnittspnnkt  R  der 
Mitteipankt  eines  BerQhrungskreises  des  Dreiecks  KLM  und 
zwar  des  inneren,  wenn  R  innerhalb  des  Dreiecks  liegt,  oder  eines 
Süsseren,  wenn  R  ausserhalb  seine  Stelle  hat. 

Zusatz  a  Ffir  ^=1  wird  R  Mittelpunkt  1)  des  in  ^ABC 
eingeschriebenen  Kreises;  2)  des  in  ^KLM  eingeschriebenen; 
3)  da  (Taf.V.  Fig.  3.)  wegen  KN=  PX'  =0  A"auch  Ä«  =  RK' =RX' 
wird,  des  um  ^  KX'IP  beschriebenen ;  ebenso  4)  des  um  ^  L  F'  F" 
und  5)  des  um  ^MZ'Z"  beschriebenen,  da  RL^RT  =  RY"  ist 
wegen  LO  =  ISY'  =  PY"  und  RM  =  RZ'  =  ÄZ"  wegen 
MP  =  OZ'  =,  NZ". 

Zusatz  4.  Der  Abstand  des  Punktes  R  von  einer 
Oreiecksseite  ist  gleich  der  Summe  aus  dem  ^ten  Theile  des 
Abstandes  des  Mittelpunktes  des  eingeschriebenen  Kreises  (also 
qr)  und  dem  (1— 9)ten  Theile  des  Abstandes  des  Mittelpunkts  des 
umschriebenen  Kreises  von  derselben  Seite« 

Es  ist  nämlich: 

BP— ÄiV.cosB       CO— CiV. cos  C 


RNz=z 


R0=: 


sin  ß  sin  C 

iVr- CO. cos C  _  A P'-AO. cos  A 
sin  C  8\nA 


„^       AO-'AP.cosA        BN-ßP.coBß ,     .     ,^ 
ÄP= -.    7 = .-^ (r.  in  12.); 

BiuA  aiiiß  ^  '^ 

also  mit  Berficksichtigung  von  10.  und  weil  a=6cosC-f  ccosBu.s.w. 

ßiV  =  (^  -  ^  t-  c)(l  — cos  B)  - (1  — y) 6(cos  B  +  cos  C  —  1) 
"~  2sinB 

_  (fl  ^•6  — c)(l— cosO— (1— ^)c(co8B+cosC--  1) 
■"  2  sin  C 

Aehnliche  Werthe  ergeben  sieb  für  RO  und  RP\  da  aber 
r=4(-a  +  6+c)tg»4^  =  4(o-6  +  c)tg84Ä  =  l(a+6— c)tge4C 
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also : 

d)  KK.LO.lUPiabc  s  r.i^BAAgsBAgsCUR 

=  r.siiiij.siii^.sin  Ci^R.cosA.eo8B.eo9C» 

14.    Ffir  die  gleichen  Seiten  der  gleichschenkeligen  ., 


Dreiecke  (9. b))  erhält  man  allgemein: 

KD  =  i(— a+^6+^c)8eci4  =  [i(-.a+6+c)  ---^(b+eyinecA; 

LH^iiga—b  +  qc)  secÄ  =  [4(a-Ä  +  <?)  -  -5^(a+c)]8ecÄ; 

jlf C  =  i(ja + ^6 — c)  sec  C  =  [J(a  +  6  —  c)  -  '-^  (a  +  6)]secC. 

Also  ist: 

KD.LH.MG 

_       (--q-t-gft-t-yc)  (qa--b  +  qc)  (qa+qb-'e) 

ScosA,coBß,conC 

__  (— o  -t-qb-^  qc)  (qa-^b + qe^qa-^qb^c) 

""  2(l-fG082il-fC082/f-f  C082C) 

_    (— fl + yfe + gc)  (^g— fe + qc)  (qa + y6— c) 

8(8inil.8in^.cosC+8inil.8inC.co8^-f  s'>D^*sinC.co8il  —  I)  * 

Also  fär  ^  =  1 : 

8  Gosil .  cos  B.  COS  C 

2A* 

""  (a  4-  6  -f  c)  cos^.cos^.cos  C 

COSil.COSfi.COSC         *  /2     GOSil.COS^.COsC^ 

n.  8.  w. 

Also: 

£Z>.I]r£r.JlfCr:a6c=:r:4i2.cosil.co8S.co8C. 

16.    Die  Eotfernangsortsstrecken  BJ,   FG  and    BE 
haben  im  Allgemeinen  folgende  Werthe: 


\ 


k   "' 
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l»»=r  AJ^+Am+2AJ.AH.eoaA 

=  (^o— c)«+ (*— J«)*  +  2(ja— c)  (6— ^a)  cos  A 
=  a*—  2^a  (— ^a+  6+ c)  (1— cos  J) 
=  a* — 4^a(— ^a+6-f  c)8in*42l 

=  ««— ^(^^a+ö  +  cXa-Ä+cXa+fi-e) 

=a«— |^[(-a+6+c)(a-6+c)(a+6-c)+(I-^)a(tf-6+c)(a+6-c)] 
a*yc*— yflfec(— 'yo+6  +  c)(a— 6+c)(a  +  6— c) 

=  g^[a6c— ^(— ^a+6+c)(a— 6+c)(a+6— c)] 

Ebenso: 

PG*=  6«— 2^6(o— ^6 +c)(l  -cos  Ä) 
=  6«— 4^6(a— ^+c)siD«i» 

=  *•— ^(ff— ^6+c)(— a+6+c)(a+6— c) 


a«c« 


=  —[«&«—*(— a+6+c)  (a-y6+r)  (a+6—c)] 

_(a?-ft)»[(j?-|-y)(j?+i)(y+t)— 4^(1— y)aKi(a;-ft)->8gjyt] 
"•  (^+y)(4:+i)(y+i)  ^' 

Desgleichen: 

>jE»=i^— 2jc(a+6— jcXl-cosO 
=5  e*  -  49c(a  -F  6  —  ^c)  sin«  4C 

=  c»— |g(a+6— jc)(— a+6+c)(a— 6+c) 
_  a*& V— ^fl6c(— -g-f  6 + c)  (a-^b  -f  c)(a 4- 6— gc) 

=s  jj  [aftc— ^(— a+6+c)(a— 6+c)(a+ft— (?c)] 

,-,  Qpfy)*  [(^ +y)  (^ + »)  (y + «)— ^0  -rt  ay  (^  4  y)— figjry»] 

(«+y)(4P+«)(y+«) 
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Zasatz  1.    Im  Allgemeinen  ist  also: 
HJ^ :  FG*  =  a«[fl6c— ^(—^a + 6  +  c)  (a-6  '\c){a'\-  6— c)] 

:  &•  [fl6c— ^— a  +  6  +  c)!(a— ^6  +  c)(a  +  6— c)]  ,  1 


FG^ :  /)£;•  =  6«[a6c-^(— a + 6 + c)  {a-^6 + c)(a + 6— c)] 

:  c*[aftc-^(-ii+6+c)(ii— 6+c)(a  +  6-^)1, 

:  a*[flÄc— ^( — qa  +  6 + c)(a— 6  +  c)(«i  +  6 — c)]. 

Zusatz  3.    FOr  9=  1  ist  daher: 

»J:FC:/)JB=:a:6:c. 

Znsatz  3.    Speciell  ergeben  sich,  wenn  ^  =  1  ist,  folgende 
Werthe: 

HJ^  =  a«— 2a(-a  +  6  +  c)(l-cos  Ä), 
—  a«— 4a(— a  +  6 + c)  sin*  4  J, 


=  «*— g^(— «  +  * + «?)(«—*  +  c){a  +  6— c). 


6«c« 


a 


=  T-[a6c-(— a  +  6  +  c)(ii— 6  +  c)(a  +  6-c)]. 


•   •   • 


(s.  9.  d.)) 


=  ^  (abc-DF.HE.GJ)  . 
_    ,  16oA* 

2r 

=  g^(ÄA-2r«ctg4J.ctg4Äctg40, 
=  ^  [ÄA-2r»(ctgiil+ctg4B  +  ctgJO]. 

"""*     («+y)(«+«)' 
_(y-l-«)*[(^+y)(^+^)(y+»)-&gy»] 


^ 
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Ebenso: 

FG^  =  6»— 26  {a—b  +  c)  (1— cos  B), 
=  6«— 46  (a-Ä  +  c)  sin«  iÄ, 

=  6«-^(-a  +  6+c)(a-6  +  c)(a  +  6-c). 


fl«ftgc< — abcj-^a + 6 + c)(o-"  6  -f  c)(a  -f  6— c) 


=  -  [o6c— (— a+6  +  c)(a— 6+c)(a+6-c)] . 
=  —  (ßbc—DF.  HE ,  GJ), 

ac(a+6  +  c)' 

2r 

=  6«(l-5), 

=  ^  (ÄÄ-2rVtg4il .  ctglÄ .  ctg  iC) , 

CIC7 

=  ^[*A  -ar^ctgi^  +  ctgiß+ctgiO], 

~"         (a;+y)(y+x)' 

_  (a?+i)*[(j?+y)(ar  +  2)(y+2)-(8j?yx)] 

Dessgleichen : 

DJB«  =  c*— 2c(o+6-c)(l— cos  C), 
=  c«— 4c(a  +  6— c)sin«lC, 

=  c«— |^(-a  +  6  +  c)(a— 6+c)(a  +  6— c), 

ga6gc2^q^c(— a+6  +  c)(a~6  +  c)(fl+6-c) 
=  ^«p 

=:~(a6c-Z>F.i?£.GJ), 
Tk«U  XLl^I.  10 


"'■^-.*.T 
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2r 

=  ^(ÄA-2r»ctg4.<.ctglÄ.ctgiO, 

=  ^  [ÄiJ^-2r»(ctg4^  +  ctgiÄ  +  ctglO], 

=  ^  (a6c— 8a;yz), 

(^+2)(y+2) ' 

CT+y)'[(^+y)(^+«)(y-l->)-&gy^l 

-  (a:+y)(a?+2)(y+i) 

Zusatz  4.    a)  Ist  a  >  6>  c  und    wird   96.+  ^c  =  er,    al 
A  =  7-t —  »     so  fallen  D  und  F  Eusammen  und  es  wird : 

„-        ,     2a«  (g  +  ft  +  c)(-o  +  6  +  cj(l-cog  ^) 

U.   8.   Vf. 

FC*  oder  DG«  =  6._?2*£l£±*±£HJ=£22«). 

-AVI  I6A' -^ 

-*  ^''■6(o-6  +  c)(6  +  c)«'' 

U.   8.   W. , 


n«  _  .«     2a6c(a-h6  +  c)(l-cosO 
X/Ä    _c  —  (Ä  +  c)« 

— '^^^     c(o+6— c)(6+c)«^' 


u.  s.  w. 

b 


b)  Ist  o>6>c  und  qc-\^qa  =  b,  also  0  =  — -—  ,    so  fall« 

^       a  -|-  c 

A  and  E  zosammeD  und  es  wird: 
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ff^  = 


,     2abe(a  I  6-f  c)(l— co»^) 

,,, I6A*  , . 

_  A«  _  2**(a  -t-  6  +  c)(a-6 -h<;)(l-co8iP) 


FG*  =  b*  — 


(a  +  e)* 


M(.-J^.), 


DE*  = 


ac{a  +  c)' 


~*^  ^'     c(«+6— c)(a+c)«'' 

c)  Ist  a  >  6  >  c  ond  qa+  gb  =  c,  also  7  =  ~~t"ä'    ^^    fallen 
«sd  Cr  znsamroeo  and  man  erhält: 

^J«  =  fl« ^^^^5 , 

P^        .,      2aMfl-f^-fg)(l-co8g) 


=  ^(l— 


16A' 


6(a— 6  +  c)(a  +  6) 


-,)•' 


E»  tritt  die»  z.  B.  ein  bei  Preiecken  mit   folgenden  Werthen  : 


a 

6 

c 

4 

ä 

i 

6 

4 

2 

5 

4 

3 

6 

4 

3 

6 

5 

2 

6 

5 

3 

6 

S 

4 

9= 


10' 


:=.      »       1.3^=.:?^      *r  ZhcfernfEassortsstrecli 

-    -^  — u      rfr    :#iiiMiiiiBii  iihiin  zweclaii|i 
ue     azsz^Hv.      '«    iifr  TleBiHiBkts  aaf  den  Sdf 


.^     -» 


4*  +  c*— #1« 

■«•-*  =  jT^ t  I 


J= 17 


■JfrL'r=r 


•  •■•'.i  — je    I  — :•»»  C 


-»     _-c  ^- 


r-^^     r^MHH»    -u:3     >ii£.rflue 


.  >i2   '  — m  sin  .1 


•*r 


IfJ 


*V 


-"  «»L-f— i|c  sin  i 


^^f.Lfß  = 


DE 


..uUßL^ ^^ 

U\  ///  >  //,  %u  •^,fh\\\^u  A\ft  co>«.  ond  sia.  dieser  Winkel  siafj 
^^lf  ilftff  ^nfK^K'*''t(':««l>>^«n  Hertfi,  denn  es  liegen  dann  8iM| 
fiflii*  Yff#«il|Miriklfi  fifff  Ap.n  Verlfingernngefli  dw  Seifen.    Liegt  i 

# 


b 

k 
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Badpankt  eioer  Entfernangsortstrecke  aaf  einer  Seite  des 
selbst  4    der  andere  aber  auf  der  Verlängerung  der  an* 

Seite,  so  bleibt  für  den  Winkel^  dessen  Scheitelpunkt  auf 
Seite  selbst  liegt,  der  Cosinus  unverändert,  aber  der  Sinus 
It  den  entgegengesetzten  Wertb,  während  für  den  Winkel, 
m  Sehelteipunkt  auf  der  Verlängerung  liegt,  es  umgekehrt 
nSmlich  der  Sinus  unverändert  bleibt,  aber  der  Cosinus  den 

^engesetzten  Werth  erhält. 

Ans  obigen  Werthen  folgt: 

conAJH  icoB  BGF 
=  a(f  cosil  +  coB  B'^g)FG'.b{cQBA  +  gcosB'-~q)UJ, 

cos  CED :  coaAHJ 

=  cC^GosC-l-coSil — q)HJ:a(coBC+gcoBA'^q)DE, 

coB  BFG:  cos  CDE 
=  b  (qcosB  +  cos  C—  q)  DE:  c(cos  B  +  ^cos  C—q)  FG ; 


ftBÄJH :  ein  BGF=ia  (sin  B-^qsinA)  FG:  b  (sin  A  —  qsmB)HJ, 
^^CED:a\nABJ  =  c(8inA'-q8inC)HJ:a(6\nC-'q8\nA)DE, 
^BFGisin  CDE  =  6(sin  C—  ^sin  B)  DE:  c  (sin  fi—  ^sin  QFG. 

1&     Da  nun  liir  9  =  1  (15.  Zus. 2.)  BJiFGxDE^  a\b:c 
I,  so  wird  In  diesem  Falle: 

cos  AJB  =  cos  BGF,  sin  AJH  =  —  sin  BGF\ 
Qos  CED  =  cos  ABJ,  sin  CED  =  -  sin  ABJ; 
cosBFG  =  cos  CDE ,  sin  BFG  =  —  sin  CZ>iB. 

In  diesem  Falle  liegen^  wenn  das  Dreieck  ungleichseitig  und 

rar  a^b^c  ist,    die  Theilpunkte  D,  E  und  F  auf  den  Seiten 

jbst,   aber  G,  B  und  J  auf  den  Verlängerungen.    Es  sind  also 

mAJH  und  cos  BGF  gleich  und  gleichbezeichnet  ( — );  sin  AJB 

*)  ood  sin^CrF  (-f)  gleich,  aber    entgegengesetzt    bezeichnet; 

laer  cos  CED  (+)  und  cos  ABJ  (— )  gleich,  aber  entgegenge- 

riii  beieichnet;  sin  CED  {+)  und  sxuAHJ  ( — 1)  ebenfalls;  end- 

^mBFG  (4-}  ond  cos  CDE  (-f )  beide  gleich  und  gleich  be- 

nt;  min  BFG  ( — )  und  sin  CDE  (-f)  gleich,  aber  entgegen- 

beseichoet.    Es  sind  daher  ^AJB  und  ^^&F  gleiche 
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innere  Wechselwinkel;  ^  BFG  und  ^  CDE  gleiche  äoMl 
Wechselfvinkel ;  ^  CDE  und  ^  ^^i^J  verschränkte  Winkel/i 
zusammen  180^  betragen.  Folglich  laufen  die  drei  Entferoo^ 
ortsstrecken  für  ^  =  1  parallel. 

17.    Nach    15.    Zus.  3   ist    für    7  =  1    HJ^  =  "*(^""| 

F6«  =  6*  (l  —  '^)  und  DE^  =  c«  (l  -  '^\    Ist  r  =  JA,    so 

das  Dreieck  gleichseitig.    Dann  sind  die  Entfernungsortsstrecl 

2r        3 
=  (1 — 7)</.  —  Ist   -^  =  T,    also    r  =  4Ä,     so    wird    UJ  ^=iy 

FG  =  ib  und  Z>£;  =  4c. 

£s  fuhrt  dies  zu  interessanten  Losungen  von  Dreiecksa 
gaben^  z.  B.  ein  gleichschenkeliges  Dreieck  zu  construirea» 
welchem  r  =  i/2  ist,  dessgleichen  ein  ungleichseitiges  Dreie 
wenn  noch  irgend  eine  Bestimmung  gegeben  ist.  Doch  es  n 
wohl  Zeit  abzubrechen  und  behalte  ich  mir  daher  eine  weil 
Ausführung  noch  vor. 


r 
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XI. 

Croniometrischer  Beweis  der  von  Herrn  Dr.  L  i  n  d  m  a  n 
in  Strengnäs    Archiv   Tb.  XLY.  Nr.  XVII.  S.  348. 

mitgetbeilten  Relationen. 

Von 

Herrn   C.  Thiel, 

KaDdidaten  der  Mathematik  in   Greifs wald. 


¥«reriBneruig  des  lerausebers. 

In  Bezog  auf  die  folgenden  Entvrickelungeu  des  Herrn  Thiel 
erlaube  ich  mir  zu  bemerken ,  dass  Herr  Doctor  Lind  man  in 
Strengoäs  in  einem,  wie  immer,  überaus  freundlichen  Briefe, 
lär  den  ich  ihm  hier  meinen  besten  Dank  ausspreche,  mir  rück- 
sichtlich des  von  mir  in  Tbl.  XLV.  S.  348.  Note*)  ausge- 
sprochenen Wunsches  u.  A.  auch  die  folgende  Mittheilung  machte: 

^,Ut  voluntati  tuae  satisfaciam,  ejusmodi  demonstrationem 
msre  goniometricam  dare  propere.     E  formula  notissima 

Sin  3a  =  3  Sin  a — 4  Sin  3a 
prodit 

3Sin  200 — 4  Sin  a20<>  =  Sin  60O 
▼•1 

(3 --4  Sin  «200)  Sin  20^  =  SioeO». 

Qnun  vsro  stt  Sin*60o  =  j,  baec  formula  traosit  In 
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4  (Sin  «ea*  -  Sia  «2»0  Sin  20°  =  Sin  60^, 

unde  benelicio  forroulae  Sin *a— Sin *ß  =  Sin (o  +  j3)  Sin  (a  —  ß)  re- 
peritar 

4Sin-20öSin40«Sin80*>  ==  SinöO" 

%tL  aütiplicatic^oe  per  4Sin60^  facta,  \ 

16SinÄVSin40oSin60«Sin80o  =  4Sin«60ö  =  3.      q.  e.  d.    1 

"^LZx  &   d    IV.  Kai.  Octobr.  Strengn.  \ 

\ 

\ 

I 


Sjcr    irtftjf  IQ  der  bekannten  Formel 

*ii\F  -l-sintl;  =  28inJ(9  + V')cosJ(<jp  — 1(;)  (I) 

^     f  —  4iK  *o  ist: 

*ia,X)<»  +  »in40«  =  2ßin30«coß(-  10«), 
^^,    %t:u  >.ii  A>*  -    l  cos(— 10«)  =  cos  10«  =  sin 80«  ist: 

.  sin '20^'  +  sin40*>  =  sin  80«. 
Xu*»   «*Äk>  :i*f'»er  in  der  Formel 

.••*4'     Ci»#«;'  =  —  2sini(<3P  +  tf;)8inJ(9  — t/i)  (2) 

^^jw.  ,  ^     f^)  =  - 20«,  so  ist  q>  =  20«,  ^  =  60^   also 
X.X  V^  ^cosÜO«  =  — 2sin40«8in(— 20«), 
.,.      .  ,      .*  V^       i .  siii(— 20*»)  =  —sin 20«  ist: 

•*  ^ti  il>*  sin  40*»  =  cos  20«  —  J. 
...     ^..    ia»  >ciiUMi  Seiten  mit  4sin80«,  so  ist: 
^^..  V^  ^ '  iU^'vnSO  ^  4sin80«cos20«— 2sin80«. 

,..:  iiM^  t  >"iÄ)*»  =  28in80^»cos20«, 

..1^  x..»>Ü^'   -  •jMnlO0*'  +  2sintiO"— 2sinH0«. 
.   ..^  lUr       >^^^^''  .sintK)«=  4V3: 


V 
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Moltiplicirt  man  ooch  mit  2  sin  60^  ==  V3,  so  ergiebt  sich 
HL 168iD20»8in400sio600siD80^=:3. 


E«  war: 


~2siD20»sin40o  =:  i— cos  20^. 


(a) 


Setst  man  ferner  in  (2)  i(9.-|-^)  =  40^5  \(9-'^)  =  80<>,  «o  ist 
9=  120^,  ^  ==— 40«,  also: 

cos  120«— co8(— 40O)  =  -2  sin  40«  sin  80«, 

.oder,  weil  cosl20«=  — cos60«  =  -4,  cos (— 40«)  =  cos 40«  ist: 

2  sin  40« sin  80«  =  Ü  cos 40«.  (b) 

Seist  man  endlich  io  (2)  ^(^  + 1(;)  =  80«,  ^(9^  —  ^)  =  20«,  so  ist 
^  s  100«,  tf;  =  60«,  also 

cos  100«  -  cos 60«  =  —  2  sin 80«sin  20« 


•der»  weil  cos  100«=  — cos80«,  cos60«  =  ^  ist: 

2  sin  80«  sin  20«  =  i -f  cos  80«. 

Addirt  man  (a),  (b)  und  (c),  so  ist: 

2  (— sin  20«sin  40« -f  sin  40«sin80« -f  sin  80«sin  20«) 

=  5  +  (—  cos  20«  +  cos  40« + co»80«). 

Nach  der  Formel: 

cos  q>  +  cos  ^  =  2  cos  1(9  +  ili)  cos  4(9  — 1(;) 
ist  aber: 

cos40«-f  cos80«  =  2cos60«cos(-20«), 

oder,  weil  cos60«  =  i,  cos(-20«)  =cos20«  ist: 

cos40«  +  cos80«  =  cos  20«, 
also: 

IV.  . .  — ain20«sin40«-fsin40«sin80«4-siD80«sin20'' : 


(c) 


(3) 


.1 
4 


Wie  oben  gefanden  wurde,  ist 

V cos20«  — cos40«=  cos80«, 

Fomei  das  SeitenstOck  xu  1.  bildet. 


■    ."^a^ 
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Setzt  man  in  (3)  \{q^  f  V')  ==  40^,  i(^ — ^)  =  20»,  so  \Bip^W 
t^  =  200,  also: 

2cos20<>co840<>  =  cos20<>+  cosöO«, 

oder,  «veil  cos  60^  =  i  ist  : 

2  cos  20*>  cos  40^  ==  cos  20«  +  J. 

Muttiplicirt  man  beiderseits  mit  4 cos 80«,  so  ist: 

8  cos  20«  cos  40«  cos  80«  =  4  cos  20«  cos  80« +2  cos  80«. 

Setzt  man    nun  in   (3)  1(9  + 1)  =80«,    ^(9  — tf^)  =  20«,    so    is' 
g)=:IOO«,  'V;  =  eO«.  also: 

2cos20«cos80«  t=  coslOO«+co8  60«  =  — cos80«+i, 

und  demnach: 

VI 8  cos  20«  cos  40«  cos  80«  =  I, 

das  Seitenstück  zu  H. 

Multiplicirt  man  noch  mit  2cos60«  =  ],  so  ist: 

VII 16cos20«cos40«cos60«cos80«=  1. 

Aus  (3)  erhält  man  ferner  analog  dem  Vorigen 

2 cos 20« cos 40«=      cos  60«  + cos 20«, 

~  2  cos  40«  cos  80«=  —cos  120« -cos  40«, 

2 cos 80« cos 20«=      cos  60«  +  cosl00«; 

addirt  man  diese  3  Gleichungen,   so  erhält  man,    weil   cos  120^ 
=  -cos60«,  cosJ00«  =  --cos80«  ist: 

2(cos20«cos40«— cos40«cos80«  +  cos80«cos20«) 

=  j  +  (cos  20« — cos  40«  -  cos  80«) , 
also  nach  V.: 

VIII. .  co8  20«cos40«— cos40«cos80«  +  cos80«cos20«  =  J. 

III.  und  VII.  addirt  ergeben: 

IX. 

sin  20«  sin  40«  sin  60«  sin  80«+ cos  20«  cos  40«  cos  t)0«  cos  80«  =  i. 

Subtrabirt  man  VII.  von  III.  so  ist: 

X. 
sin20«siD40«sin60«sin80«— co820«cos40«co8  60«co8  80  =s  |. 
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Darcfa  Multiplication  von  1.  und  V.  erhält  man  wieder  1.; 
durch  die  von  IL  and  VI.  wieder  11.;  durch  die  von  111.  und  VII. 
[  wieder  111.  Addirt  man  IV.  und  Vlll.»  so  ergiebt  sich  die  iden- 
I    ti»ehe  Gletcbung: 

Da«   Product   von   111.  und  Vll.   läe^t    sich    auch    schreiben, 
wenn  man  mit  8io90"==l  raultiplicirt: 

XI. 
(siii  lO^siD 20» sin SO^sin 40'>8in 50'>sin  60<> sin 70<)äin 8(l'>8in 90'' 

=  Cos0«eo8l0«cos20<>cos300cos40"cos50öcos60öcüs70^coß80^  =  i?6. 


Zur   Construction   von   Dreieckea  mit  Benutzung  der 
Eigenthumlichkeiten  des  Entfernungsortsdreiecks. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  H,  Emsmann 

an   der  Realschule   1.    Ordnung   in   Stettin. 


1d  der  Abhandlung:  Auf  das  Entfernungsortsdreieck 
Bezfigliches  (Nr.  X.  S.  121.)  haben  sich  manche  Eigenthüm* 
liebkeiten  ergeben,  die  eine  Verwerthung  ivünschenswerth  machen. 
Es  scheint  dies  noch  nicht  hinreichend  beachtet  an  sein,  und 
darum  erlaube  mir  dazu  einige  Andeutungen  zu  geben. 

Schon  die  von  Jacobi  nachgewiesene  und  auch  von  mir 
C^rcfaiir.  Theil  XLV.  S.  353.)  angegebene  EigenthOmlichkeit,  dass 
iia  EnlferoangsOrter  parallel  sind    der  Linie,    auf  welcher   die 


.y- 


1.48  Emsmann:  Zur  ConstrucUon  von  Dreiecken  mU  Benui%unff 

Durchschnittspunkte  der  die  Aussenwinkel  eines  Dreiecks  Halbi- 
renden  mit  den  gegenüberliegen  den  Dreiecksseiten  liegen»  l&sst 
sich  zur  Construction  von  Dreiecken  verwerthen,  wenn  nämlich 
eine  Entfernangsortsstrecke  und  ausserdem  Grüssen  gegeben  sind, 
durch  welche  die  Gestalt  des  Dreiecks  bestimmt  wird.  Die 
Losung  derartiger  Aufgaben  ist  leicht  und  es  genüge  daher  hier 
diese  Andeutung.  Es  gehören  hierher  auch  die  Aufgaben  a — c, 
b  —  c,  C;   a — c,  a — 6,  A  und  a  —  6,  6  — c,  B. 

In  den  folgenden  Zeilen  beabsichtige  ich  auf  einen  anderen 
Fall  hinzuweisen  f  um  auf  das  Entfernungsortsdreieck  die  Auf- 
merksamkeit mehr  hinzulenken,  als  dasselbe  bisher  gefandeD  lo 
haben  scheint. 

In  der    oben    angezogenen  Abhandlung    ist    in    15.  Zus.  3. 

im    Falle  ^  =  1  ist,   d.  h.   die  Seiten  selbst  und   nicht  aliquote 

Theile  derselben  abgeschnitten  werden,  für  die  Entfernungsorts- 
strecken gefunden  worden: 

wo  Ka9  Kb  and  Ko  die  zu  den  respectiveu  Seiten  a,  b  und  c  ge- 
hörigen Entfernungsortsstrecken,  r  den  Radius  des  eingeschrie- 
benen und  R  den  des  umschriebenen  Kreises  bedeuten. 

Bekanntlich  ist  der  Abstand  der  Mittelpunkte  des  ein-  und 
umschriebenen   Kreises  bei  einem  Dreiecke  =  c  =  ^R{R — 2r). 

1      ^r *       > 

Ist  nun  r:l2=m:n,  8owirdc=^Ä  V  w(ii— 2m)  =  ;^r  V«(ii— 2ni). 

^   „         1        . 

In  demselben  Falle  wird  aber  auch  Ka  =  ^a  \  n{n — 2m),    IT»  = 

-6  V^7f(n — 2wi)  und  Ko  =  -c  V^n(w— 2w).      Hieraus  ersieht  man, 

dass  man  bei  der  Construction  von  Dreiecken,  bei  weichen  unter 
den  ßestimmungsstücken  das  Verhältniss  der  Radien  des  einge- 
schriebenen und  umschriebenen  Kreises  sich  befindet,  die  Losung 
sowohl  mit  Benutzung  der  ersteren,  als  der  zweiten  Beziehung 
wird  finden  können.  Dass  man  den  letzteren  Weg  bereits  ver- 
sucht habe,  ist  mir  nicht  bekannt,  und  daher  will  ich  hier  an 
zwei  Beispielen  den  Nachweis  der  Zweckmässigkeit  des  letzteren 
Weges  unternehmen. 

I.  Zur  Construction  eines  gleichschenkeligen 
Dreiecks  sei  das  Verhältniss  der  Radien  des  einge- 
schriebenen und  umschriebenen  Kreises  r: R  =z  m:n 
und  ausserdem  die  Grundseite  ar=p  gegeben. 
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XIII. 

Neue  analytische  Entwickelaog  der  allgemeinsten 

Gesetze  der  Statik. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Die  Lehren  der  Statik  werden,  insofern  man  nicht  von  di 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ausgeht ,  ineisteDS 
entwickelt,  dass  man  sich  von  der  Betrachtung  der  besonderoi^ 
Fälle  der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte,  der  paralleles'; 
Kräfte  und  der  in  einer  und  derselben  Ebene  wirkenden  Krifta 
nach  und  nach  zu  dem  allgemeinsten  Falle  beliebig  im  RaonUL^ 
wirkender  Kräfte  und  den  sechs  allgemeinen  Bedingungsgleichoo»^ 
gen  des  Gleichgewichts  solcher  Kräfte,  die  gewissermaasseo  dk 
ganze  Statik  in  einem  einzigen  einfachen  analytischen  Ansdracktj 
enthalten,  erhebt.  So  viele  Vortheile  ein  solcher  Gang  in  melire^i 
ren  Beziehungen  namentlich  für  den  ersten  Unterricht  darbietelij 
so  hat  es  mir  doch  auf  der  anderen  Seite  immer  wissenschaA» 
lieber  geschienen,  den  umgekehrten  Weg  zu  verfolgen,  also  is* 
erst  ganz  im  Allgemeinen  die  in  Rede  stehenden  sechs  Bedii- 
gungsgleichungen  fiir  das  Gleichgewicht  beliebiger  Kräfte  \Wk 
Räume  zu  entwickeln,  und  aus  denselben  dann  alles  Uebrige  sb 
besondere  Fälle  abzuleiten.  Auf  einem  solchen  Wege  habe  ich 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  die  ganze  Statik  in  ihren  allgs- 
meinsten  Resultaten  zu  entwickeln  versucht,  wobei  nichts  weltsr.^ 
als  der  Satz  von  dem  Parallelogramme  der  Kräfte  voransgesetsl  , 
und   zu    Grande    gelegt    worden   ist.    Ausserdem    unterscheide! 
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t  =  c  +  rco«y. 

Lgegen  der  PuqM  (ory:)  in  d^r  negativen  Riebtang,  so  ist 
f,  sein  absoluter  Werth  ist  — r,  und  da  nun  d^r  nega« 
sbtQPg,  in  welcher  {a:yz)  liegt,  die  Winkel  180^— o,  180^-/3, 
entsprecben ;  sq  ist  nach  den  bekannteeten  Formeln  der 
on  der  Verwandlung  der  Coprdinaten: 

X  =  a  +  (--r)cos(180«-a), 

y  =  6  +  (-r)cos(l80*>-|J). 

2  =  c+(— r)co8(l8»»— y) 

X  =:  a-f  rcosa, 
y  =  ö  +rcosß, 
2  :=  c  +  rcosy. 
ist  in  beiden  Fällen»  und  folglich  in  völliger  Allgemeinheit: 

y  =  ö  +  rcosß, 
z  =  c  +  rcosy; 


JT  — g y — 6        2  —  c 

oosa  ""   oos/S        008  y  ""    ' 


aneh: 


ar— g  ^       y  — A  2  — c 

I  ax:     M^'  u    ■ ,       eos p  =  ^n    ■■    9       cos V  3C    ■!■  .  i  « 

r  '^  r  '^  r 

>gt,  indem  wir  alle  Richtunj^en  von  (abc)  an  rechnen,  der 
(xyi)  in  der  positiven  Richtung  und  ist  also  r  positiv,  so 
ie  Kraft,  jeneohdem  sie  positiv  oder  negativ  ist,  von  (aöc) 
tjfz)  odfr  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin;  liegt 
t  der  Punkt  (0:^2)  in  der  negativen  Richtung  und  ist  also 
iv,  so  wirkt  die  Kraft,  ji^nsif M^m  ßie  nngativ  oder  positiv 
'  fote)  ni^ch  (xyz)  oder  n^ch  der  entgegengesetzten  Kich- 

m  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Richtungslinie 
4ift  fW  wf  der  Richtung  dieser  Kr«ft  eine  CüeMa  oder 
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2)  Die  Dreiecke  sind  gleichRchenkelig,  da  BD  =  DC  ist  ond 
A  und  A*  auf  der  in  D  auf  BC  errichteten  Normalen  liegen. 

3)  Zieht  man    GF  und  6"F'  parallel  BC,  so  sind   GF  und 

G'F'  Hälften  der  Entfernungsortsstrecken  für  n,  weil  BG=  BG'  = 

BC  ist.    Nun  ist  FG  =  DE  =  DL ,  ebenso  FC  =  iDfi'  =  DLl 

1        1  ^ 

aber  DL:BD=NS:BN;  folglich  2^« :2«=  ^'*(«-'^"»)-»»» ^-h- 

Ka=^  ~a  V^w(M--'2m)  =  aV  1— -  •  Da  jedoch  auch  A*a=ciV   '— "g 
ist,  so  ist  -jj  =  — ,    d.  h.  r:/i^  =  m:n. 

ff  71 


II.  Zur  Construction  eines  gleichschenke  llgen 
Dreiecks  sei  das  Verhältniss  der  Radien  des  einge- 
schriebenen und  umschriebenen  Kreises  r:l2  =  iit:n  und 
ausserdem  dieLänge  der  gleichen  Seite  6  =  9gegeben. 


A  n  a  i  y  s  i  s. 

l       . . 

Da  A'ft  =  J:  ~  Ä  V  w(»— 2w)  isf,  so  ist  ATjrÄ  =  V  n(n — 2m)  :  fi, 

also  Kb  bestimmt.  Es  liegt  aber  bei  dem  gleichschenkeligen 
Dreiecke  die  Eutfernungsortsstrecke  Kb  auf  der  Basis  und  es  ist 
a  =  64:  A'ft,  also  erhält  man  zwei  Werthe  für  a.  Durch  liasis 
und  Schenkel  ist  das  gleichschenkelige  Dreieck  bestimmt ,  also 
erhält  man  durch  die  gegebenen  Hestimmungsstucke  zwei  den 
Anforderungen  entsprechende  Dreiecke. 


Construction. 

Construire  zunächst  wie  im  ersten  Beispiele,  nämlich  (Taf. 
V.  Fig.  6.)  BJS  =  NO  ^  n;  OP=zPM=:m;  Halbkreis  Ober 
BJ^l;  NS  normal  auf  Bßf;  ziehe  BS;  darauf  schlage  mit  9  um 
B  einen  Kreis,  welcher  B3I  in  G  schneidet;  errichte  GL  nor- 
mal in  G  auf  BM  bis  zum  Durchschnitt  mit  BS;  schlage  mit 
GL  um  G  einen  Kreis,  welcher  BM  in  C  und  C"  trifft;  halbire 
BC  in  D  und  BC  in  D' ,  also  BD  =  DC  und  BD'  =  D'C; 
errichte  in  D  und  />'  Normalen  auf  BC  (Parallelen  mit  GL), 
welche  den  Kreis  mit  g  um  B  in  A  und  A'  schneiden ;  ziehe  AC 
und  A'C'i  so  sind  ABC  und  A'BC*  die  verlangten  Dreiecke. 


der  Eiff^nthümlichkeUen  des  Entrt*rnyngaortsdreiecks.  If)! 

B  e  IV  e  i  A. 

1)  Die  Dreiecke  sind  gleicbschenkelig,  ueil  BÜ  =  DC  und 
Biy  =  D'C  ist  ond  A  und  A'  auf  den  in  D  und  D'  errichteten 

Honnalen  liegen. 

2)  Die  gleiche  Seite  hat  die  Länge  9,  ^eil  BA  und  BA'  = 
BG  =  9  sind. 

3)  GC^BC"  BGr=z  BC  —  BA=:a  —  ö=  +Kö;    ebenso 
k  CC  =^  BG-  BC  =  BA  — ÄC  =  6  -  «  =  -  AV     Nun    ist 

GL:GB  =  NS:BN,  d.  h.  6'C  oder  GC':b=  Vn'(^-''2m):n; 

1         a/         2m 

also  db  ^*  =  dbn^  \n(n — 2ni)  =  J;  6  W   1  —  ^— •  iia  jedoch  auch 

•4/         ^ 
Jt  Ä*   =  i^w   l — -n  ist,  so  ist  r:Rssm:n. 


Für  r:R  =  3:8  ergiebt  sich  sofort  mit  Benutzung  der  Ent- 
:  fernnngsortsstrecke,    dass    der    Schenkel  des    gicichsschenkeligen 
Dreiecks  doppelt  so  gross  ist  als  die  Basis,  oder  die  Basis  um 

2  ,      „ 
dcD  kalben  Schenkel  länger,  d.  h.  der  Schenkel  gleich  r.  der  Ha- 

15 
eis.     Im  eisteren  Falle  ist  die  Hube  des  Dreiecks  A  =  >r^*  ™ 

7 
iweitoD  h^  R  R, 

Dies  Beispiel  genüge  (üt  die  Fälle,  wo  das  Verbältniss  riR 
in  bestimmten  Zahlen  gegeben  ist,  z.  B.  r:/2  =  4:9;  =15:32; 
12:25  u.  8.  w. 


^ 

^ 
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Ans  den  Systemen  4)   und  6)  erhält  man,  wenn  man  dlieael 
beziehungsweiee  mit  cobixo  ^^^  ^^^  ^i  nialtiplicirt ,  and  dann 
beiden  ersten,  die  beiden  zweiten,  die  beiden  dritten  Gleichao| 
zu  einander  addirt,  sehr  leicht  die  folgenden  Gleichungen: 

(PoCosoo  +  P\  ^osa|)(cosao<^<^sA  — cos/?o^^^) 
=     p(cosa(co8o^cos|?|  -cos/SoCosai )— co8/}(co8aoC08ai — cose^cosi 

(PoCosoo-f  Picoso|)(ebs/?oc<'^yi — cosyocosft) 

(Po  co6  ^  +  Pi  cos  a|)  (oos  y^  cos  u^  •^cosa^  cos  fx  ) 
=    P|cosy(cosoocosa|~cosaocosa|)<fcosa(cos}^o^osoi— cosfl^cos] 

folglich,  weil  nach  3): 

cos/3(cos)V)CosO|  — ^cosfl^icosyi)  \  cosyicoaoQtoBßi  — coaj^ocosi 

=  —  cos  a  (cos  ßo  cos  yj  —  cos  y©  cos  ft ) 
ist: 

(PoCosa^<f  Pi  cosa|)(cosaoCos/7|  — cos/SoCOso^) 
=:  Pcosa(cos  Oq  cos  ßi  ^— cos  ßo  cos  «i), 

(Po  cos  «0  +  Pi  cos  «i)  (cos  ßo  cos  Yi  —  cos  yo  cos  ft  ) 
=   Pcoso(cos/}ocosyi  —  cosyoCOs|?|), 

(Pocosoo  +  Pi  cos  «i)  (cosyo  cos  Cj  —  cos  Oq  cos  y^ ) 
=:   Pcos  a  (cos  yo  cos  0|  —  cos  Oq  cos  y^  ). 

Wäre  nun  sn  gleicher   Zeit: 

COSCXoCOS/^l— COS/SoCOS«|    =  0, 

cos /3o  cos  y|— cosyo  cos /?!  :^  0» 
c'osyoCostti — cosa^cosy^  £±  0; 


so  wäre: 


(cos  Oq  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  Ol  )* 
+  (cos  ßo  cos  yi — cos  y©  cos/Jj  )• 
+  (cosyo  costfi  — cosooccsyi)* 


r 
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— (cos  0^  cos  Ci  +  cos  /So  cos  ßi  -f-  cos  yo  cos  yi )' 

=  l  —  (cos  0^  cos  a,  +  cos  ß^  cos  ft  +  cos  yo  cos  yi  )*  =  0, 

d  nach  bekannten  Formeln  würden  also  die  Sinus  der  von  den 

die  GleichuBgen  2)  charakterisirten  Geraden  eingeschlosse- 

Winkel  verschwinden,  daher  diese    beiden  Geraden   zusam- 

»nfallen;   es  wSre  folglich   in  der  That  für  die  Zerlegung  der 

P  nur  eine  Gerade  als  RichtungsÜnie  gegeben,  da  ja  doch 

»thwendig  swei   Richtungsiinien    gegeben  sein    müssen,   wenn 

laapt  von  der  Zerlegung  der  Kraft  P  in  zwei  Kräfte  soll  die 

[Kede  sein  können.    Daher  können  die  GrOssen 

cos  o^  cos  ßi  —  cos  ß^  cos  «1 , 

cos  ^0  cos  fi  —  cos  yo  cos  ßi , 

cosyocoscfi  —  cosoiocosyi 

■weht  za  gleicher  Zeit  verschwinden,  und  es  wird  also  immer 
■indestens  eine  dieser  Grössen  nicht  verschwinden.  Deshalb 
ergiebt  sich  aus  den  drei  oben  gefundenen  Gleichungen  durch 
DivisioD  immer  die  Gleichung: 

PoCOSOo~f  ^iCOSCTi    =   PCOBCU 

üebethanpt  aber  erhSIt  man  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  vorher 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

Pcos  a  =  Pq  cos  ao  -f  Pi  cos  cf] , 

Pcoaß  =  P0COS/J0  + Acosft, 

Pcosy  =  Pocosyo  +  Pj  cosyi. 

Wenn  man  diese  drei  Gleichungen  quadrirt  und  dann  zu  ein- 
ander addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

7) 
/»=(PoCO««6+ Acosufi  )H(PoCOßßo+Pi  cosft  )H(PoCosyo+Pi  cosyi )« 

oder: 

8) 

P*=  Po^+A^+^Po'^CcosßöCOSaiL  -|-cos/3ocos/3|  -hcosyocosyj), 

fro  bekanntlich 

€OSfl^coso|  <f  cos/^oCos/Sj  -f  cosyoCosyi 

der  Cesinns  des  vpn  den  positiven  Richtungen  der  beiden  durch 
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die  Gleichungen  2)  charakterisirten  RIchtungslinieD  eingesdiloül 
nen,  180^  nicht  fibersteigenden  Winkels  ist.  ^ 

Die  Kräfte  Pq,  P|  erh&lt  man  mittelst  der  folgenden, 
und  5)  sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln: 


9) 


^    ^  cosa  cosft  —  cos/?  costt|    _ 
^  "~  cos  Oq  cos/}|  —  cos  jJo  cos  «I 

—  cos  ß  cos  Yi  —  cos  y  cos  ft   ^ 
cos  /Jq  cos  /i  —  cos  yo  cos  ft 

cos  y  cos  gf  —  cos  a  cos  yi^    _ 

""  cosyocoseri  —  cosoocosyi 


und: 


10) 


p,  =  - 


cosg  cos Pq  — cos/?  COSOo    -j 
cos  Oq  cos  /}|  —  cos  ßQ  cos  Ol 

cos/?  cosyo — cosy  cos/?o  ^ 
cos  /^o  cos  yi  —  cos  yo  cos/?| 

cosy  coso^  —  cos  er  cosyp  ^ 
cos  yo  cos  «^  —  cos  Oq  cos  yi 


Wenn  man,  wie  es  ^erstattet  ist: 

11) 

cos  a  =  cos  6  cos  o ,    cos  o^  =  cos  Oq  cos  ohq  ,  cos  0|  =  cos  Sg  cos  0 

cos /?  =  sin  d  cos  od  ,    cos  ßo  =:  sin  Oo  cos  Oq  ,  cos  /}|  =  sin  61  cos  c 

cos  y  =  sin  o ;  cos  yo  =  sin  Oq  ;  cos  yi  =  sin  o>i 


setzt,  so  ist: 


COSCf   COS/^Q—COS/^COSOo 

cos  a  cos  ßi  —  cos  ß  cos  Oi 
cos  a^^  cos  /5i  —  cos  ßo  cos  «1 


—  cosw  coso)osin(d~do), 

—  coso»  coso>|Sio(d — Ol), 
— cos  000  cos  »i  sin  (Öq  —  61 ) ; 


also  nach  9)  und  10): 


Pa  = 


12) 


P,  =  - 


cosM  8\n{6  — öl) 
coso)o8in(öo— ö|) 

cosft)  sin  (0  — dp) 
coso>|sin(öo--^i) 


P. 


P. 


^t.'-r^    .■ 
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Nehmen  wir  in  den  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten 
BichtaDgeliDien  der  beiden  gesuchten  Kräfte  Pq»  Pi  beziehungs- 
die  beliebigen  Punl^te  (ooöoC^)»  (<<]6i<?i)  an,  und  bezeicb- 

deren  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Entfernun- 
gen  von  dem  Punkte  (abc)  beziehungsweise  durch  Tq,  r|;  so  ist 
nach  §.  1.  5.): 

co80o  =  — - — »     cos/Jo  =  — r — »     cosyo=  — ;: — » 

T^O  "O  '^O 

cosai  = »      cospi  =  — - — t     cosyi  =  •— —  » 

Vi  Vi  Ti 


also  nach  6): 


13)  ....  ^      Pco»ß  =  P^^S^-^■P^^ 


Co  —  c    ,    w^  Ci-C 


^  Deber  die  Richtungen  der  positiven  oder  negativen  Krfifte  Pq 

«d  Pi  mit  Rficksicht  auf  die  Lage  der  Punkte  (abc),  (ooboCo) 

[  md  (abc) ,  (oj  6|  Cf)  ist  schon  in  §.  l.  das  NOthige  im  Allge- 
aemeo  bemerkt  worden. 

§.  3. 
Zerlegung  eindr  Kraft  in  drei  Kräfte. 

Die  Gleichungen  der  Richtungslinie  der  Kraft  P  seien: 

^ cos«        cos/J       cosy' 

wo  wir  ans,  da  der  Punkt  (abc)  in  der  Richtungslinie  liegt,  die 
Kraft  Pin  diesem  Punkte  wirkend  denken  können.  Die  Gleichun- 
gen dreier  anderen  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden 
seien : 

a:*— g y  — 6  _  z — c 

cosoq  ""  cos/}^  ""  cosyo ' 

coscfi       cos/}|       cosyi  ' 

X — g  _  y  —  6  _  » — c 
cosoa  ""  cos/}f  ""  cosy«  ' 


Fl' 
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cos  o^  (co0  ^  CO«  7«  ^  €08  )^  cos /3^ 

+  eoB  yq  (cos  tti  cos  ß^  —  cos  ßi  cos  o^) 

co8a(cos/}t  cosyg— cosyi  cos/J^) 

=  l     -l-cos/SCcosyi  COS(%  — coseficosys) 

-|-  cos  y  (cos  tti  cos  /)g  ^  cos  ßi  cos  cx^ 


nebt 


Setzen  i?ir  nan  der  Kürze  wegen: 
\)  .    .   .   .  N  SS      coStto(cos/}|Cos)^«  —  cosyicosßt) 

-I-  cosßo(coA]f|COStK^ — cosaiCosf^ 

+  co67o(<^<^oi^<»/'a — cos  ßicoso^) 

:=  cos  «1  (cos  ß^  cos  yo  —  cos  y^  cos  ß^) 
-I- cos /9|  (cos  y^cos  iv>  «*- cos  ir«  eos  f o) 

+  COSfi  (COSC%COS/?o^COS(3tCOSO^) 

=  cos  o^  (cos/?o  coi  yi  — cos  yo  cos  /}] ) 
4-  cos  /}« (cos  yQ  cos  0|  —  cos  Oq  cos  }^|  ) 
+  cos  ^^(cos  ÜQ  cos  /}|  -^  Cos  ßo  cos  Ol) 

d: 

S)  .   .   .  ./V()|^i      C08«(co8|?o9^9yi*^cosyo<^^/'i) 

+  cos  ß  (cos  }V)  cos  0| — cos«^  cos  J'i ) 
-f  cos  y  (cos  o^  cos /}|  —  cos /}o  cos  ag ) , 

iVi2  s:  cosa(cos^i  cos  y^  —  cos/i  cos ß^) 
+  cos  /?  (oos  yi  cos  a^ — cos  a|  cos  y«) 
+  cos  y  (cos  «1  cos  /J^  —  cos  ßi  cos  «s)' 

19^  er  cos  a  (cos  ßicos  y^  — ^os  y^eos  ft)) 
•f  cos /?<cos  y^  cos  o^ -^  cos  «2  cos  yo) 

+  COBy(eBB§^CQBß^'^WBß%COMao)'9 


.   ^ 
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so  haben  wir  nach  dem  Vorhergehenden  zur  Bestimmung  der 
Kräfte  Pq,  P|,  P^  überhaupt  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

6) j    NPi=  rf^P, 

(     NP^  =  NoiP; 

wobei  man  zu  bemerken  hat,  dass  die  Grosse  N  nicht  ver- 
schwindet, weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  die  drei  gegebenen 
Richtuogslinien  in  einer  Ebene  liegen  würden,  was  gegen  die 
Voraussetzung  streitet: 

Nach  6)  ist: 

iV(PoCOsa^+jPi  cosO|-f  P^cosce^)  =3  (ZV|  tCOsao+  N^cosai  +iVoi  C08a,)P, 
^(PoC08/Jo+/^cosA+/\cosÄ)=(iVlJ^cos|Jo+^«oC08A+^olCos/St)/^ 
NlPQCOSYo+PiCOSYi+P^coay^  =  (/V,j|COsyo+^«oCosyt+Äi>iC08yJ  P; 

aber,  wie  man  leicht  aus  4)  und  5)  schliesst: 

JYisCOS  Oq  +  iVsoCos  0|  <f  JYoi  cos  c%  =  iVcos a, 
JYi9C06/}o~l''^«>cos/}|  +-ZVo,  cosjS^  =:  JYcos/3, 
iViaCOsyo+^2oCosyi  +  Nqi  cosy«  =  iVcosy ; 
also: 

iV(P„co8«Q+  Pi  cos«!  +  Pscosos)  =  iVPcosa, 
iV(PoCos/Jo  +PiC0s/5i  +  PaC08/5a)  =  NPcoaß, 
JY(PoCosyo  +  Picosyi  +  f^cos}^«)  =  iVPcosy; 

und  folglich,  weil  iV  nicht  verschwindet: 

IPcosa  =  PoCOSfi^Q+PiCoscfi  +  PaC0SÄj, 
Pco6ß=  PoCos/5o  +  PiCosft  +  PaCos|J», 
Pcosy  =  Pocosyo  +  '\cosyi  +P»cosy,; 
woraus  sich : 
8)  .   .   .    .P»=      (Pocos«a  +  P,  cos«,+PtCosÄa)« 

+  (Po  cos  ßo  +  Pi  cos  ft  +  Pa  cos  fe)« 
+  (Po  cosyo + Pi  cos  y,  +  P,  cos  y^* 


r 
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!  Mier«  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  Quadrate  entwickelt: 

9) 

-{-2PqPi  (cos  Uq  cos  ai  +  cos  ßo  cos  ft  +  cos  yo  ^^s  /i ) 
+  2P1P2  (cos  Ol  cos  a^  -f  cos  /}|  cos  ß^  ^  cos  yi  cos  y%) 
+2P^Pq  (cos  «2  cos  «0  -f  cos  /3|  cos  ßf^  -f  cos  y^  cos  y^) 

ergiebt.     Die  Grossen: 

cosooCosat  -f  cosj?oCos/}|  -|-  cosyoCos/i , 

coeO|  cos  «2  -|-cos/?|Cos/32-f  cosy|Cosy2» 
cos  a^  cos  «0  -f  cos  ß^  cos  j^o  -|-  cos  y«  cos  yo 

sind  die  Cosinas  der  von  den  positiven  Theilen  der  drei  gegebe- 
nen Richtongslinien  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel. 

Nehmen  wir  in  den  durch  die  Gleichungen  2)  charakterisirten 
Riehtungslinien  der  drei  gesuchten  Krfifte  Pq,  P^^  P%  beziehungs- 

fi«se  die  beliebigen  Punkte  {oo^o^f^*  (fli^x^x)*  (^^s^a)  ^n»  und 
bezeichnen  deren  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete 
Entfernungen  von  dem  Punkte  {abc)  beziehungsweise  durch  t^, 
r|y  r«;  so  ist  nach  §.  1.  6.): 

«o— "«  a  ^Q  —  ft  gp — c, 

cosoo  =  -— — y     cospo  =  — T — »     cosyo'==  ""I —  5 

*o  ^0  ^0 

COSCTi  =  -—;; — »     cosft  =  -— — ,     cosyi  =  ~ —  ; 

^I  M  M 

a% — a            ^        bm'^b                       c^-^c 
coaom^ -^ ,    cosp2="^ >     cosy*=-= ; 


sAbo  nach  7): 

Pcoa«  KPo^  +  P.  ^  +  P.^. 

Pen««  -  P  ^«>~*  4.  P  *'~*  J.  JU    ^~* 

Pcosy  =  P,  ^%  p,  firif  +  P.^^ 

TO  ^l  *^ 
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die  GleichuDgeo  der  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte  Pq^  Pi 
seien.  Weil  nach  der  Voraussetzung  diese  beiden  Kräfte  im 
Gleichgewichte  sind,  so  fallen  nach  dem  Obigen  die  Richtungs- 
linien  in  eine  Gerade  susammen.  Nehmen  wir  in  den  Richtungs- 
linien zwei  beliebige  Punkte  (£o%ib)  ^^^  (li^i£i)  ^^t  so  ist  nach  I): 

&i"^^o  _  ^0 — yo  __  to  —  ^o 
2j  I       cosc^ü         cos/Jo        cosyo  ' 

533  ■  '  '"1  »    S3    ■       I  ^^»*»a 

cosai         cospi         cos}^i 

Beseichnen  wir  die  gehörig  uls  positiv  oder  negativ  betrachtete 
Entfernong  des  Punktes  (^ii/i^)  von  dem  Punkte  (&>i7o£b)>  indem 
wb  diese  Punkte  in  der  Richtungslinie  der  Kraft  P^  liegend  an- 
nebnien»  durch  ro;  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete 
Entferoiing  des  Punktes  (£o^o&))  ^on  dem  Punkte  {litiiii)»  indem 
wir  diese  Punkte  in  der  Rlchtungsiinle  der  Kraft'^Pi  liegend  an- 
nehmen,  durch  Ti\  80  ist  nach  9-  1.  4): 


3) 


coso^         cosßfy         cosyo        ^^' 
cosffi         cos/}|         cosyi         ^* 


folglich : 


und: 


*?i— ^o  =  »'oCosft>» 
ti— £o  =»'ocosyo 

lo— li  =riCOsa, , 
no—ni  =r,cosft, 
fc>— Ci  =r,cosy, ; 
also,  wenn  man  addirt: 

rocosoo -fi^osai  =  0« 

r^yCO»ß^^TxCO%ßi  =  0, 

»•ocosyo  +  r,  cosyi  =  0; 
oder: 
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cos  «0  +  ~  cos  ft]  t=  0, 


»•o 


cos/Jo  +  pcosft  =0, 

cosyo  +  ~~  cosyi  =  ü. 

Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen  die  Kräfte  Pq,  P|  absolut  gleid 
sind  und  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  wirken,  so  ist 
wie  leicht  erhellet.  In  völliger  Allgemeinheit: 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

COSO^  -f  ^COSOi  =  0, 
p 

cos/?o  + 1^  cos/5|  =  0, 

p 

cosyo+ nrcosyi  =0; 

folglich : 

I/*t) cos «0  +  P|  cos »1=0, 
/'oCos/Jo  +  Acosft  =0, 
PoCOsyo  +  jPiCosyi  =  0. 

Ferner  ist  nach  3): 

«o  = 9     cos  Po  = 9     cos  yo  =  


cos 


und: 


cos«,  =  ^2^,     C08Ä  =  ^5C-Jl ,     c««y,  =  ^^; 
Ti  ri  Ti 

also: 

io(&)COs/5o  — t/ocosoo)  =  z^llo(^i  -»/o)l— ^o(li  -6))l, 

•o 

Po(«?oCOSyo— fccos^o)  =  Z^ti7o(fi  — &>)  — £0(^1  —  W  L- 

p 

/o{&)CO««o— locosyo)  =  j;^tfc,(5i— &)  — 6>(C|-Jo)  I 


* » 
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p 
Pg  (I,  co«ft  — ihCO»ai)  =  ~lli(^o-'^i)  — ^i(fe)  — &)l» 

F,  (J7i  co«yi  -  f,  cosft)  =  ^|iy,  (6>— f,)  -  ti  (ite-i?i)|, 

F,{fico««,-.J,co8yi)  =  ^lJ;,(lo-li)-{i(6>-fi)l; 
gficb,  wenn  man  addirt,  weil 

I: 

/o(&>co«/Jo  —  ^o<50s«b)  +  A  (&  cos  A  —  %  cosaj)  =  0, 
io(^oco»yo—  Jbco8/Jo)  +  Pi  (Vi  cosyi  -  fi  cosft)  =  0, 
/o(Si)CO»c?o—  locos  yo)  +  A  (fi  cos  «i  — li  cosy,)  =  0. 

Rieh  2)  i«t  aber: 

4oC08/}o--%co8ao  =  ^oCO»/^o— yoCo»«o» 
ijocoe/o— &)Cos/}o  =yoco«yo— «oCos/Jo. 

HhI: 

li  cos  ^1  —  i/i  cos  «1  =  Xx  cos  jJ|  —  yi  cos  «i , 
1^1  cosyi  — t,  cosft  =  yi  cos  yi  —  «i  cosft , 
^  cos  ai  —  5i  cos  yi  =  Zi  cos  «i  —  jti  cos  y^  > 

ilso  nach  dem  Obigen: 

Po(^ocos/?o— afocosoo)  +  P|  (ar,  cos  ft  — yi  cosai)  =  0, 
ioCyoCosyo— XoCos/?o)  +  Pi (yi  cos  yi  -  ij  cosft)  =  0, 
Po(^cosflV)— ^Tocosyo)  +i*i(iiCosaj— oTiCOsyi)  =  ü. 

Hieraas  ergi^bt  sich  nun  der  folgende  SaU: 

Weoo    die    Kräfte    Pq,    Pi,    deren    Richtuugslinien 
'''«rek  die  Gleicbongen: 
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cos  Oo         cos  j?o        cos  ^'o  ' 

COSOTi  C08/3|  COS^i 

charakterisirt  werden,  im  Gleichgewichte  sind,  soi 

PoCOS Oq  -f  A  ^^^  CTji  =  0» 

/oCoßft  +  Acosft  =  0, 
-Po  COS  yo  +  A  CO»  yi  =0; 

/o  (^0  cos  /Jo  — yo  cos  «O  +*Pi  (;ri  cos  ft  — yj  cos  «j )  =  0, 
io  (yo  cos  yo  — «0  cos /5o)  +Pi(yi  cos  y,  — Z|Cos/?|)  =  0, 

Po(«o  cosu^o— aroco«ro)  +  ^i  (*i  co««i  —  .iricasy,)  =s  0; 
oder  in  abkQrzeDder  Schreibweise: 

£Pcos  a  =  0,    HPcosß  =  0,    l^Pcos  y  =  0; 

£P(xco8ß — yco»4r)  =  0» 
£P{y  cosy  —  tcosß)  =  0, 
ZP{%  cos  tt — :r  cos  y)  =  0. 

Wir  wollen  jetzt  nntersucheo«  ob  sich  dieser  Satz  aacb  amkc 
ren  lässt»  nämlich:  ob«  wenn  die  vorstehenden  sechs  Gletchang 
erfüllt  sind,   sich   behaupten  lässt,   dass  die   Kräfte   Pq»  A 
Gleichgewichte  sind. 

Aus  den  Gleichungen: 

Pocosoo+Acosfifi  =0» 

/»ocosj8o+/\cosft  =0, 

iocos  yo  +  A  cos  yi  =  0 
folgt: 

PoCOSOq  =5  — Pi  COBCti, 
PoCOs/?o  =  ""A  COS/S|  , 

Po  cos  yo  =5  — Pi  cosyt ; 

also«  wenn  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  dann  au  eiiitndi 
addirt: 


.1 
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ich  : 

daher   nach  VorsteheDdem: 

cos/}}  =  Tco8/}o> 
cosyi  =  Tcosyo; 

_  i  180O— «o 


/ 


i  180 

_  <  180«-yo 
^'-\  yo 

mit  Besiebapg  der  oberen  ttod  ontereo  Zeichen  auf  eiu- 
lier.  Hieraus  ergiebt  eich  mittelst  einer  sehr  einfachen  Be* 
ncktoDg  aogteicb,  dass  die  Rrfifte  P^,  P,  absolut  gleich  und  dass 

fcKcht1]ng8linien  einander  parallel  sind,  dass  sie  aber  nach 
^gengesetzten  Seiten  hin  wirken. 

Ferner  ergiebt  sich  ans  den  Gleichungen: 

«        Po(^cos/Jo— yocosoo)  +  A  (ari  cosft  — yi  cosöj)  =  0. 

Po  (yo  CO»  70  —  *o  «•«  ßo)  +  A  (yi  cos  71  -  Xi  cos  /?i )  =  0 , 

io(^cos«o-"'arocosyo)  +  /*i(2icosß|  — aricosyi)  =  0 

litteist  des  Vorhergehenden,  wenn  man  nämlich  flir 

Pi  and  cosai,    cos^i,    cos/i 
Mpective 

dhPo  ond  Tcosoo,  Tcos/^o»    Tcosyo 
etzt: 

.To  cos/Jo  —  yo  CM  «o  —  (^i  COS  Po  —  Vi  cos  Oo)  =  0, 

Sfocosyo  —  ^ipcos^o  —  (yicosyo  —  ^\  cos/5o)  =  0, 

Socoso^  -*:roCosyo~"('i  cosoio  ""-^ficosyo)  =  0; 
iäi  W9BB  mmk  Ar 
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'» 


} 


i 


Pq  und  cosoio*    ^^aß^,    cos/o 
respective  \ 

dbA  und  ^coBOi,    ^coBßi,    Tcos/iS 
setzt : 

—  (XqC08 ßi  — yo^os «i)  +  (*i C08 ft  — jTi  cos  «i)  ^  0, 

—  (tfo  cos  yi  —  «ocos  ft)  +  (yi  cos yj  —  Xj  cos ft)  =s  0, 

—  (zocostti  —  ^ocos/i)  -f  (^1  cos«i  —  OTiCosyi)  =  0. 

Daher  haben  wir  die  Gleichuogen: 

^oCos/5o— yocos«o  =  *i  cosj^o^yicosc^o, 

yo  CO»yo  —  ^COSjJo  =  yi  cos  yo  —  *i  COBßo, 

Iq  cos  «0  ""  ^0  ^<>^  yo  ==  <i  cos  «o — Xi  cos  yo' 
ond: 

Xq  cos  /3|  —  yo  cos  «1  =  X]  cos  /}|  — y^  cos  a| , 

yocosyi  — ZoCosA  =  yicosyi  — «icos/j,. 
Xq cosoi  — Xo eos  yi  =  Zi  cos «i  — d^i  cos yi ; 

also  die  Gleichungen: 

(Xi  —  aro)  cos  /5o  =  (yi  —  yo)  cos  ai> , 

(yi— yo)  co»yo  =  («i  —  *o)cosiJo, 

(zi  —  zo)  cos  oo  =  (xi  — OTo)  cos  yo 
und: 

(aro— a:i)cos/3i  =  (yo— yi)cosa,, 

(yo — yi)  cos  n  =  (*o  —  *i)  ^^^  ßi » 

(«o  —  «i)cosa|  =  (aro-ari)cosyi ; 
oder  die  Gleichungen: 

^A  "-^0  _,  yi — yo  _  ^  —^0  ^ 

cos  o^         cos  j?o        cos  yo  ' 

^0—^1  __yo— yi  _  »0  -  gj 

GOSffi         cos/?i         cosyi 
Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen    I),   j 


fi*  t 
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nan  aicb  auf  der  Stelle,  dass  der  in  der  Richtungslinie 
■  der  KraA  Pg  liegende  Punkt  (^i^iZi)  in  der  Richtungelinie  der 
Kraft  Fq  ond  der  in  der  Richtungslinie  der  Kraft  Pq  liegende 
Pwikt  (JB^jfo^o)  ^  ^®'  Richtungslinie  der  Kraft  Pi  liegt,  so  dass 
■bo  die  RIcbtungslinien  der  Kräfte  P^,  Pi  mit  einander  zusammen« 
Mleo. 

Aue  allem  Bisherigen  ergiebt  sich  ganz  unzweideutig,  dass 
■ater  deo  gemachten  Voraussetzungen  die  Kräfte  Pq,  P|  ab- 
telat  gleieb  sind  and  nach  direct  entgegengesetzten  Richtungen 
IIa  frirken,  aicb  also  im  Gleichgewichte  befinden;  daher  haben 
wir  deo  folgeBden  Satz: 


WeoD 


COSOIO  C08/?o         cos/o' 

cos«!        eoaßi        cos}f| 

4is  Gleichungen  der  Ricbtnngslinien  der  Kräfte  P^,  P| 
iiid,  und  die  Gleichungen: 

i:PeoBa  =  0,    £Pcosß  =  0,    £PcoBy:=0; 

£P(xco»ß — ycosa)  =  0, 
£P(ycoay—zcoaß)  =  0, 
£P(zcoBa — jrcosy)  =  0 

[Stall  finden;  sosind  die  beiden  KräftePo*  A  >"^  Gleich- 
[itwichte. 

Aas  deo  beiden  vorhergehenden  Sätzen  ergiebt  sich  nun  aber 
\ta  fblgcode  Satz: 

Wenn    die    Gleicbuogen  der    Richtungsliuien   der 
liatiKrirte  Po,  Pgi 


COSfl^ 
C0SO| 


y— yo 

COBßo 

y— yt 

COS/}| 


cosyo 


2 — 2 


1 


coayi 


i'i  so  aiad: 


XPcos«  =:  0,    £Pcosß  =  0,    £PcosY  =  0; 


•■■*J 
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2?P(.TC08/J— ycosa)  =  0, 
£P(y  C08  y —  1  cos  P)  =  0 , 
£P{z  C08  o — jrcos  y)  =^  0 

«lU     nolhwrndlvrn    Bedingungsgleichungen    fui 
(«l<»ichgowlcht  dieser  zwei  KrSfte. 

§.  5. 

n<(»dinguni{»gl«icliungen  für  das  Gleicbgewic 

twi^ch«!!   drei  Kriften. 

WVnn  drei  KrJifte  l\,.  Pi .  P%  im  Gleickge«iclhte  a 
mili^iiiMi  iWe  Kichtiing»Giiieii  imiMr  in  einer  £bec»e  Geeici 
w^lo«  oliim»!  annehmen,  die  Riditangen  der  drei  sic^  ia  i 
^uw4ife  kriindenden  Krjil^e  1^^,  Fi ,  Pf  t^en  &»rla  m 
V>en^  NeKmeii  wir  dann  in  des  Riektaikssliiiiexi  ^ra 
«V^  -^1«  .it  an«  Ml  iiecen  dieä&e  dm  Pnnkte  eiir««««r  i 
einer  «eeaden  Linie,  ^der  diejaelken  Recc»  in  e:i>fT  i 
liwkv.  Würe  da$  L-eriK^rie  der  Fall.  <^  «xrde  nxobtr  süa 
rir.e  ^er  dre«  K«cli:mf:f$.TjMtn  nkl«:  mh  d)M*f?  Gffmocs 
w^er.ial^n«  «>r4K  «ie»T  mit  r>ej:>f7l*eTaiVen  a1>  ^.rel  Cjrbximi 

4 

r«vammeriM4eT. «  ^Ve  ibr*.  KK^Tcr^rfdii/ser.  ii.  eir^T  Fj»bbi 
^Ht'^t^t ,  «A*  <?f;ceT    d>e  Ai-w-^we  i*»'i.    Ft!::  nur  «-t^i  di 
TRTMBistif'fe  A<«:  Kra?4  P^  ii'ir^c  mi:  »er  ir  R<>d*-  >7«*bf"iin«i  4 
%-«i>iafniif>or  .  j^  Jl^lt1nf  ini»T   u  d>esec  K.ic^Tinir^iiii»t   f>nm 
^•/»■^»oV^ioi^ri'^i.  l^mii:   .4^    m  .  oiiiii   «int  jI,  .  4  ,   j^    tn- 

rfr4V»r   lullet»'»" .  *'    *is-^5>    nii»!    jiJSf   ii     *«•!    i^*^i:TDi;£^iiiitM  i 

<%«%•>'    .4...    .4  .    *»   i»r»7rfcr!liwi    v  iiIh»i.     ?ini    mu»**    ?*    m 

rto-  fifc/^^'f  Äes  ii*!pieote"  A,  .•»   j^  iieci   ^«i    in  eitU'e£»?iis 
r»l*f   »lu    ftn».    I^iriiunicsiitiiri     u    *■  i  tr*   r.i*eiifr    iie^rr 
«K9CV  c<tc«f»t   dif    Jknr.aliu««    ^'.      Jiie^    iwTah      cif>Tei    lÄcoin 

%^      ia%,-l      <%<»*   A  f»T5»l»<?«f»^^J-r     ritt     tTätlf    J,.      .»  ».     ,B 

4^T.A.^tf   Tjuru       ««    «ui!^   Gst^   S'T^tss     auci    n^ni     ^:i).-i    i 
^«Rt^if.     v:PlH    noT    strf    j»    -Ii     SL^    emf    IääI*    Ü*    0-»:r;:;       I 

Ä^  Jl,  jV  M?*-     »»   ■»   »  J-ÄSH  Jfe  n  rwB    fc^Tafe  a 
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den  kann,  so  dass  also  hierdurch  unsere  obige  BebaaptaDg  vov^n 
ständig  bewiesen  ist.  ASaiciRi 

Die  Gleichungen   der  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  /*o»  !( J"^" 
P^  seien  beziehungsweise:  '^'^^^-^^ 


X  ^"^Xi 


<>  —  VirJ»  _  »~*o 


1) 


coso^        cos/?o       cos/o 

cos«!  COSßi  COSyi  ' 

cos  O^  COS  /?s  COS  ^2  ' 


wobei    wir    annehmen  wollen,   dass   diese    Richtungslinien    oichl| 
säromtlich     unter      einander     zusammenfallen ,     unter       welehei^ 
Voraussetzung    sich    in     denselben     offenbar     immer    drei    nii 
in  gerader  Linie  liegende,  also  ein  Dreieck  bestimmende  Pnnl 
A(^,  Ai ,  A2  annehmen  lassen,    deren  Coordinaten  wir  darch 
V{)9  £09   $j«  ^/i>  ti'}  ^2y  Vi»  £2  bezeichnen  wollen,  und  in  die  wir 
die  Kräfte  P^^,  P|,  P2  versetzt  denken  können. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  drei  Kräfte  Pq»  A«  f% 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  müssen  nach  dem  Obigen 
ihre  Kichtungslinien  in  einer  Ebene  liegen,  und  diese  Ebene 
muais  also  mit  der  Ebene  des  Dreiecks  AqAiA2  zusamnienfaileB. 

Die  als  positiv  betrachteten  Seiten 

Ao  Ai ,     Ai  A^ ,    A2  Aq 

des  Dreiecks  A^^Ai  A^  bezeichnen  wir  beziehungsweise  durch 

''oi  >    ''12»    **to« 

Die  iu  dem  Punkte  A^  wirkende  Kraft  P^  zerlegen  wir  in 
zwei  Kräfte  nach  den  Richtungslinien  A^Ai  und  A2A0,  und  be- 
zeichnen dieselben,  indem  wir  sie  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachten ,  je  nachdem  sie  von  ^^^  nach  Ai  und  A^  oder  nach  den 
entgegengesetzten  Seiten  hin  wirken,  durch  P^y^  und  P^^;  dann 
ist  nach  §.  2.   13): 


Pocos  «o  =  Pol  K-^  +  P«.  ^^=^ 


2)   .    .    .    . 


»•01 
Vi  ^Vo 


Vi'^Vo 


P,,  cos  ßo  =  Pol  ^*- -^-  +  Poa— • 

•^01  *^to 

P„  CO8  yo  =  Pol  ^^  +  Pj^=^' 


i%i 


k^ 


Ol 


^«0 


it) 
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Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  die  Kräfte  Po»  Pf»  t^ 
im  Gleichgewichte  sind«  so  ist  nach  dem  oben  BeHitsenett  all 
Riick^icht  auf  die  vorher  gegebenen  Bestimmungen : 

pQi  =  PiQ  s    Pi2  =  ^21  *    ''ao  =  ^ot  5 

also  nach  vorstehenden  Gleichungen: 

IPoCosoo  +  Pi  cosai  +P^coBa^  =  0, 
Pf^COSßo  +  PiCOSßi+P^COSß^^O, 
Pocosy^  +  Picosyi+P^cosy^  =  0. 

Ferner  erh&lt  man  aas  den  Gleichungen  2)»  3),  4): 

Podo^osßo  —  Vo^osao)  =       Poij ; z 

C  'Ol  'Ol 

P\  felC08/?i— 1?,  008«,)=         #^,t^ —^ —^ ^ 

also,  wenn  man  addirt,  %^eil: 

Pol  =  ^^o »     Af  =  ^^21  »     '^to  =  P(il 

ist: 

/^)ßoC08^o  —  ^ocosofo) 
+  Atticosft  —  i/icosa,)     J   -.  0; 

+  /\(f2COSi3i  —  i^tcosa») 
weil  nun  aber  nach  1): 
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Gosffo  cosßo        cosy^  ' 

COSa,  C09^9  008)^2 

% 

d  folglich : 

io  cos /Jo  —  I/o  CO»  «0  =  *o  <50S /5o  — yo  cos  «0 . 
ii  cos  ßi  — fji  cos  ß|  =  a?!  cos  ft  — yi  cos  «i , 

Is  COSjS,  —  1/2  cos  «2  =  .T2  COS  j?2  ""  ^S  COS  «, 

,  60  ist  nach  dem  Obigen: 

Po  (xo  COS  ßo^ — yo  cos  «o)     ] 
+  Pi(a*,  ro8/3|  —  yicosßi)    >    =  0, 

+  P%  (^t  cos  /?,  —  »/2  cos  Oj)      ' 

id  H'ir  haben  daher  jetzt  überhaupt  die  folgenden  Gleichungen : 

6) 
Pi,  (^0  cos  ßo  —  yo  cos  C^o) 

+  P|(:riCosft— yicoscsfi)      ^   =  0, 

+  /^2(^»C08j?2"".VaCosa2) 

Po(yoC08yo  — «ocosjjo) 
+  Pi  (yi cosyi  —  2|  cosft)       ^    =  0, 
+  P^iyt  cos  ya  —  ^  cos  /?») 

^oC'oCOScv,— ^ocosyo) 
+  f^i  (h  cosoTi  — OTi  cosyi)      ^   =  0. 
+  ^«(2ÄCofta2— "^Äcosya) 

Aas  den  Gleichungen  5)  und  6)  ergiebt  sich  jetzt  also  der 
»Igende  Satz: 

Wenn  die  drei  Kräfte  Pq,  Pxy  P^y  deren  nicht 
twmtlich  zaBamroenfallende  Richtangslinien  durch 
Ite  GlelcliaDgen: 
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008«!  €0S/?|  C08/i' 

COS  O^  C08/3s  C08/S 

cbarakerisirt    werden»   unter   einander    im    Gieichg* 
Wichte  8ind;  8o  ist  immer: 

Po  C08  OQ-i-Pi  cos  «1  -t-  P^coso^  =  0, 
/^cos/Jo  +  ^1  cosft  +  P^cosßi  =  0, 

Pocoayo  f  /\  cosy^  +  P^coay^  =  0 
und: 

/^)  (aro  cos /Jo — Sfo  CO«  «o) 
+  Pi  (^i  cosft  — yi  cos  ai)     }   =  0, 
+  P^(x^  cos  ß^  — ytcosot) 

Po  (yo  cos  yo  —  «0  cos  i^o) 
+  Pi(yiC08y|— xjcosft)      J    =  0, 

+  /^»(yacos/a— «»cosßi) 

Po  (lo  cos  oo — JTo  cos  yo) 
+  A(*iCosa| — jr^cosyi)     }    =0; 
•f  Pa(zsC08Oa — a^cosy^ 

oder  in  abkürzender  Schreibweise: 

ZPcosa  =  0,     ZPcosß  =  0,     üPcoay  =0; 

£P(xco8ß^ycoaa)  =s  0, 
JSP(yco8y— xcos^)  =0, 
£P(zcoBa — arcos  y)  =  0. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  sich  dieser  Satz  auch  ui 
kehren  lässt,  nämlich:  ob,  wenn  diese  sechs  Gleichungen  erftil 
sind,  sich  immer  schliessen  läset,  dass  dann  die  Kräfte  Po>  Pi>  P 


-rfit' 

i-  ■ . 
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«Bter  eioander  im  Gleichgewichte  sind,  wobei  alle  Grossen  die 
ihneo  im  Vorhergeheodeo  beigelegten  Bedeutungen  bebalten  sollen. 

Zuerst  bemerken  wir,  dass,  wenn  die  sechs  obigen  Gleichun- 
gen erföllt  sind,  dann  immer  auch  die  sechs  Gleichungen: 

7) 
£Peo%a  =  (i,    £Pco8ß:=0,    -£Pcosy  =  0; 

£P(l  coaß--fi  cos  «)  =  0, 
-SP(i2C08y— fcos/J)  =0, 
ZPdQOBa  -  Jcosy)  =  0 

erfQUt  sind,    was  aus  dem  Vorhergehenden   ohne  Weiteres  und 
ganz  von  selbst  hervorgeht 

Wenn  wir  die  Gleichungen: 

PoCOSO^-f '^  COStti  4-  P^cotict^  =  0, 

PoC08/3^-f  Pi cosft  +  Ptcoaß^  =s  0, 
PoCoayo  +  PiCOByi+P^coay^  =  0 
mach  der  Reihe  mit: 

jcos  ßi  cos  y^ — cos  Yi  cos  ß^ , 
cos  Yi  cos  «2 — cos  cTi  cos  y« , 

cos  cTi  cos /?s  —  cos /?!  cos  «2 ; 

oder  mit: 

cos  ß^  cos  yo — cos  y^  cos  ß^ , 

cosy^cosoo — cos o^ cos  yo, 
coaa^coBßo^coBß^cosoQ; 

oder  mit: 

cos  ßo  cos  Yi  "  cos  Yo  cos  ßi , 

*  cosyo  cos  Äi  —  cos  öq  cos  y^ , 
cos  Oq  cos/3|  —  cos  ßo  cos  »i  • 

moltipliciren ,  und  dann  zn  einander  addiren;  so  erhalten  wir  die 
GleiehoDgeo : 

PoN^O,    PiN=iO,    P^N=0; 


f    • 


■1 
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wo    JV   die    ao8    §•  3.    bekannte    Bedeutung    hat ;     aus    di 
wenn   nur  nicht,    wie  wir  naturlich  anzunehmen  berechtigt  einl^ 
alle  drei  Kräfte  Terschwinden,  jedenfalls 

iV  =  0 

folgt,   woraus  sich  ergiebt,    dass  die  Richtungslinien    der    drei  - 
Kräfte  in  einer  Ebene  liegen. 

Nehmen  wir  nun  gadz  dieselben  Krfiftezerlegungen   vor  wie 
früher,  so  erhalten  wir  die  Ausdrucke: 

/'ocospo  =  *^oi  ^ r'ot^:        » 

»Ol  "»o 

/>oC08  yo  =  ^01  — +^0«— Z — • » 

*^0l  *^J0 

P  COR/?   —  P    23LZ514.P    ^0""^ 

"so  ~it 

P,co«Ä  =  Pfo  -^  +  Pn  -7—  . 

P.cosy,  =  P«,^  +  P„  ^ ; 

welche,  ßlr 
Pocosoo,  Pocos/Jo»  Pocosyo;    ^icosaj,  Picosft,  Picos/i; 

P^COSO^,  PtC08/?t>   P%C08Yt 

in  die    Gleichungen  7)  gesetzt,    zu  den   folgenden   Gleicbungeo 
fShren: 


.  —j 


w 
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»^01  *^l«  '^fO 


»•oi 


n« 


»••o 


»^01  Mt  "«0 


imil: 


\^oi  —  ^lo; z r(^i»— Ow Z 


+  (P»— P..)^*2'^F^=0. 


Aas  drei  GleichungeD  von  der  Form: 

«o*+*oy  +  <?o«  =  0, 

ergeben  sich  bekanntlicli  immer  die  drei  Gleichungen: 

l«o(*i  c%—Cib^  +  «1  (Mo  — Ci*o)  +  a« (6oCi  —  CoÄi)|a?  =  0, 
Iflo  (*!<?•— <?!*•)  +  «1  (6.  Co-"<?i*o)  +  öt(*o<?i  — <?o6i)ly  =  0, 
l«b(*i<?«— ^i  *«)•+«!  (*«cro—e,6o)  +  a,(6oCi—Co6i)|x  =0. 

VerbiadsD  wir  nsp  die  drei  GieichaDgeo: 
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(P, 


Ol 
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-  Pio)  ^  +  (P..-  P..)  ^V^  +  (P.0  -  Po,)^^  «  0 
"oi  n»  '^«" 


"oi  ~i«  '•<> 


1« 


mit  einander,  and  bemerken,  dass: 

+  (Eo^i— ^o£i)Kfi— fi)(i?t— %)— (5«-fo)(%— ^«)l 
=     (5o  ^1 — «;o5i)  t  (5i  —60  (^« — -»to) — (£«  —  fo)  (^i — V*)  I 
+  (fi «?«  — i?i  fOlfta— fo)(^o— ^i)  -  ßo  -  fi)  (^?«  -  ^o)  I 
+  (£«%-^.fo)ltto—{i)(^i— -»/«)  — (6i—6«)(%-^i)J 
=     (5o^i— ^o£i)(fo(i7i— ^a)+fi(^«— ^o)  +  £«(^o— «h)l 
+  (li  1?« -i^iS.)  {fo(^i— ^0  +  li (VfVoi  +  hlVo  —  VOi 
+  (6«'»?o— -»/«WlfoC»?!— -»7«)  +  fi(^i— %)  +£«(^o-~^i)> 
=     t£o(^i  — ^72)  +  £i(^«  — W+f.C^o— ^i)i* 

ist;  80  erhalten  wir  die  folgenden  Gleichungen: 

(Poi-i^o)t5o(^i-^3)  +  £i(i?.-i?o)  +  £«(^o-i?i)}*  =  0; 

Durch  ganz  ähnliche  Verbindungen  dreier  Gleichungen,  wie 
9  wir  aber,  wenn  der  Kürze  wegen: 


so 


Durch  ganz  ähnliche  Verbindungen  dreier  Gleu 
eben,  erhalten  wir  aber,  wenn  der  Kürze  wegen: 


[iv]  =  MVi  — ^t)  +  El  (i?«  -  W  +  E«  (i7o  -  Vi)f 
blt]  =  i?o(ti-W  +^.(f»-&))  +  V*iSo-ii). 
im  =  &>(Ei-E.)  +  &  (£.  -Eo)  +  t.*(Eo-£i) 
gesetzt  wird,  überhaupt  die  folgenden  Gleichungen: 
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Die  absoluten  Werthe  der  Grossen 


ind  bekanntlich  die  Projectioiien   des  Dreiecks  A^AiA^  auf  den 

Ebenen  der 

xy,    yi,    zx\ 

iud  weil  nun  nach  einem  bekannten  Satze 


ist,  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  A^AiAi^  aber,  insofern  wir 
rieder  annehmen,  dass  die  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  nicht 
snsamiDenfallen^  nicht  verschwindet,  so  können  offenbar  die  Grössen 

■ieht  zngleich  verschwinden,  es  niuss  wenigstens  eine  nicht  ver- 
•chwtndeu ;  daher  muss  in  Folge  der  obigen  Gleichungen  jederzeit 

oier 

"01  =  ^10*     "12  —  "21t     ^20  =  "02 
•ein,  woraus  Mich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Kräfte 

^01»   ^10  5      "12»  ^21 5      "20»  ^(>2 

absolut  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  folglich  die  Kräfte  iPo* 
f, ,  P^  im  Gleichgewichte  sind.  Daher  haben  wir  den  folgen- 
den Sats: 


Wenn: 


2  —  2, 


0 


cosa^        cos/3()        cos/o 

cos  DTi  cos  ßx 


CO«  yi 

cos  fi%  cos  ß^  cos  ^2 

lie  GleicbuHgen  der  nicht  sämmtlich  zusammcnfallen- 
\%n  RichtUDgslinien    der    drei  Kräfte  Po>  ^1»  P%   sind, 
ftd  die  Gleichungen: 

Tftsa  xtvi.  1^ 


■I       m 

18Ö  Grunert:    Seue  anabjtiicht  Eutwickeiung  äer 

2?P(a:cos|3--ycosa)  =  0, 
ZPiycoay  —  z  cos|3)  =  0, 
£P{zcosa — arcosy)  =0 

Statt  finden;  so  sind    die   drei  Kräfte  P^^,  Pi,  P^  u 
einander  im  Gleicbgetvichte. 

In  Folge  der  beiden  vorher  bewiesenen  Sätze  lässt  8icl 
aber  der  folgende  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Gleichungen  der  nicht  sämmtlich  zui 
me II fallendenRichtungslinienderdrei  Kräfte  Po>  ^i 

cos  Oq         cos  I^o        co^  ^'o  ' 
x  —  arx  _  y—yi  _  ITT^ 

COSOTi  COSJ?|  COS/i  ' 

COS  cTj         cos|?2        cosy2 

sin  d;  so  sind: 

2;A^cosa  =  0,     2;A^co8/5  =  0,     2:Pcosy  =  0; 

lP{x  cos  ß  — y  cos  a)  =  0, 
SP{ycosy  —  zcosjJ)  =0, 
2P{zcoBa  —  arcosy)  =  0 

die     notliwendi§^eii     Bedingungsgleicbungen      für 
Gleichgewicht  dieser  drei   Kräfte. 

Wir  haben  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  die  Richtu 
linien  der  drei  Kräfte  P^^  Px,  P%  mit  einander  zusammenfa 
in  welchem  das  Gleichgewicht  der  drei  Kräfte  offenbar  dad 
vollständig  bedingt  wird,  dass  zwei  dieser  Kräfte  in  der  gen 
schaftlichen  Richtungslinie  nach  einer  Seite  hin  wirken, 
dritte  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin  wirkt,  und  dass 
Somine  der  beiden  ersten  absolut  genommenen  Kräfte  der  dri 
absolut  genommenen  Kraft  gleich  ist.  Nehmen  wir  nun,  am 
Begriffe  su  fiziren,  an,  dass  die  beiden  Kräfte  Po»  ^i  ' 
einer  Seite  hin  wirken,  die  dritte  Kraft  P%  nach  der  en^6( 


;  -*^*. 
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eseUten  Seite  hin  wirkt«  und  unterscheiden  die  folgenden,  rflck- 
lehtlicb  det  Vorzeichen  der  Kräfte  möglichen  Fälle : 


\ 


positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

positiv 
negativ 


^1 

positiv 
negativ 

positiv 
negativ 

negativ 
positiv 

negativ 
positiv 


P. 

positiv 
negativ 

negativ 
positiv 

positiv 
negativ 

negativ 
positiv 


ist   die    Bedingnngsgleichung  für  den  Zustand  des  Gleichge- 
chts  der  drei  Kräfte  offenbar  beziehungsweise: 

Po  +  Pi-P.  =  0, 
Po+Pi+P«  =  0, 

Po-Pi-Pt=0, 
Po-P,+P,  =0; 

I  zwischen  den  Winkeln 

«o»  ßo»  yo;  «1.  At  n;  ««»  ß^»  y% 

len  die   folgenden  Beziehungen  Statt: 

0^==  0}  =  1800— a^, 
?ü  =  A  =  180«-/5,. 

yo=yi  =  J8(y>-r9? 

«0  =  «1  =  «3 » 

fo  =  A  =  ?« » 


yo  =  n  =r«; 

«0  =  1800— «1  =  1800 
jj^  =  1800— ft  =  I8O0. 
yo  =  1800-yi  =  1800- 


la* 
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folglich  ziviscbe»    den  Cosinussen  dieser  Winkel  die    folgeodeB 
Beziehungen: 

cos  CKq  =  cos  «1  =  — COStt«, 
COSJ^o  =  COSft  =  —cos /5a, 

cos  9^0  =  cosyi  =  — cosya; 
cos  Oq  =      cos  «1  =      cos  o, , 
cos/?o  =      cosj?!  =      cos/3,, 
cos^o  ==      cosyi  =      cosy, ; 

cos^o  =^  —  cos«!  =  — cosa«  > 
cos/?o  =  — cosjJi  =  —  cos/5«, 
cos  yo  =  — cos  yi  =  —  cosy« ; 

cos  «o  =  —  ^®*  ^\  =  ^^^  ^»  » 
cos  /3o  =  —  c®®  ft  =  ^"s  jJj , 
cos  yo  =  —  cos  yi  =      cosy« . 

Werden  nun   in  den  einzelnen  hier  betrachteten  Fällen  ilie  Glei- 
chungen: 

Po+/^l  +  /^.  =  0, 

als   erfüllt  vorausgesetzt,    so  folgen  daraus  durch   Multiplication 
mit  den  obigen  Cosinussen  in  allen  Fällen  die  Gleichungen: 

PqCO%  a^-\-  Px  C08cf|  -f  PaCOSO}  =  0, 
/\)COS/?o  +  P\  coBßi  +P,cos/3,  =  0, 
/^)Ci>syo  + ^1  cos  yi +P,cos  yg  =  0. 
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Werden  umgekehrt  die  Gleichungen: 

Pq  cos  «()  +  Pi  cos  «1  +  P^COS  Oj  =  0 , 

Pocosßo  +  A^i  co8/3i  +  A^j  co8/?a  =  0, 
Pf^co8y^y  +  Pl  cosyi  +  /^cos^a  =  0 

b  erfüllt  vorausgesetzt;  so  hat  man  vor  allen  Dingen  zu  he- 
ehteii,  class  wegen  der  Gleichung 

008  «(,* + cos  ft,* + cos  yo*  =  1 

»denfalls  mindestens  in  einer  der  drei  folgenden  Reihen: 

cosoTox  C08a|,  cosc%; 
cosßo»  cos/?,,  cosßs ; 
cos  Yq  ,  cos  Yi ,  cos  Y2 

k  ahsolut  gleichen  Grossen  nicht  verschu-inden ,  und  dass  also 
m  den  als  erfüllt  vorausgesetzten  drei  Gleichungen  mit  Rück- 
iclit  auf  die  ohigen  zwischen  den  Cosinussen  Statt  fmdenden 
KtUtionen  jederzeit  durch  Division  respective  die  Gleichungen: 

n+/>, -/>,  =  0. 

Po-p.-p,  =  0, 

P«-P»  +  P,  =  0 
Igen. 

Hieraus  erglebt  sich,  dass  im  vorliegenden  Falle  das  Gleich- 
iwicht  zwischen  den  drei  Kräften  Po*  ^1  >  ^^  vollständig  durch 
ß  drei  Gleichungen: 

Po  cos  cfo  +  Pi  cos  «1  +  P.i  cos  «9=0, 

P0COS/J0+  PiC0S/?i  +  P«COSJ?a  =  0, 

^o  cos  yo  +  Pi  cos  Yi  +  P»  cos/a  =  0 
idingt  wird. 

Setsen  wir  nun  aber  diese  GIsichungen  als  erfällt  voraus, 
'  ist: 
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Pq  (oto  cos  ßo  —  yo  cos  «o) 

+  i*i  {xi  cos/?|  — yi  cosoTi) 

+  P^  (x^  cos  ßi — y,  cos  «t ) 

=  +  Pq  (xo  cos  ßo-^ffQ  cos  a^) 

+  Pi  {xi  cosßi  — yi  cos  «i) 

—  (i»oCos  j3o  +  A  co8/5i)a:a  +  (PoCoswo  +  Pi  cosa|)y^ 
=      ^oK^o  — "ar2)cos/3o-(yo— Sf2)cosool 

+  A  I  («1  ^  a:^)  cos  ft  —  (yi  — y,)  cos  a,  I , 

/o  (i/o  cos  yo  —  2p  cos  ß^) 
+  Pi  (yi  cosyi  — z,  cos  ft ) 
+  ft  (y*  cos  ya — ^  cos /3,) 

~      ^0  (yo  cos  yo  -  «ü  cos  /?o) 
+  A(yiCosyi  — iicosft) 

—  (Po  cosyo  +  /\  cosyi)y4+  (PoCOS/3o  +  A  cosft)  i» 
=      ^ot(yo  —  y2)co8yü  — (20—22)  cos/?ol 

+  Al(yi  -y2)C0Syi— (2|— 22)C0Sftl, 

Po  («0  cos  «0  —  ^0  cos  yo) 

+  A  (^1  cos«,  — Xi  cosy,) 

+  A  (H  cos  «a  —  X2,  cos  y^) 

=      A)  («0  cos  ao — Xo  cos  yo) 

+  A  (^1  costtj  — Xi  cosyi) 

—  (PoCos«o  +  Acosa,)ij+(/*oCosyo  +  /*iCOsyi)a:a 
=      A)  I  (^o  —  ^2)  cos  «0  —  (^0  —  ^2)  cos  yo  | 

+  A  f  (-1  — ^2)  cos«!  —  (^1  —  ^:2)  cosyi  |. 

Weil  aber  die  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  nach  der  Vorai 
Setzung  mit  einander  zusammenfallen,  so  ist  wegen  deren  G 
chungen : 

(Xq  —  .Tj)  COS  ßo  =  (yo  —  y«)  cos  a^ , 

(^0—^2) cos  yo  =  (2o  -  24)COS/?o, 

(20  -  2»)  cos  ofo  =  (xo  —  Xi)  COS  yo 

(;ri  —  x^)  cos  ft  =  (yi  —  y^)  cos  «, , 
(.Vi  — .V»)  cosyi  =  (21  —  22)  co8/?| , 
('i  —  H)  cos«!  =  (oTi  — ara)co8  3ii ; 
a|9o  nach  dem  Obigen: 

A)(«oCOsj3o— yocosoo)  \ 
+  Pi(a:iC0sft— yicosaj)  >    =  0. 

+  ^i(«*C08/Ja  — yaCOSOf)  ' 


und: 


,-J^, 
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+  Pi(yiCosy, -T|C08ft)  |    =0, 
+  Ps(y«co8  ya  —  2^  cos  ß^)  ) 

Po  (^  cos  «0  —  ^0  cos  yo)  \ 
+  P,  (2i  COS  of|  —  JTi  COS  Yi)  \    =0; 
+  Pj  (zj  cos  «2  —  :r2  cos  y^) 

iiroraas  man  sieht,  dass  im  vorliegenden  Falle  diese  letzteren 
[GleichungeD  jederzeit  von  selbst  erfüllt  sind^  wenn  die  Glei- 
fcboDgen : 

Pq cos «0  +  Pi  cos  of|  +  Pj cos Oa  ==  0, 

/\)C08/Jo+PlCOSj3j  +P2COS/52  =  0, 

PoC08yo+  Pi  cosyi  fPaCOsy^  =  0 

erfüllt  sind»  oder  da9S  im  vorliegenden  Falle  jederzeit  jene 
lileichungen  aus  diesen  Gleichungen  folgen. 

Mit   Rucksicht  auf  die  früheren   Sätze  kann    man  nun  ohne 
JÜe  Einschränkung  den  folgenden  Satz  aussprechen : 

Wenn     die    Gleichungen    der    Ri  chtungslinien    der 
drei  beliebigen  Kräfte  Po,  Pi,  P^ 


X  —  jr< 


o 


coaßo 


^0 


COSOq 

cos  Ui 
X  —  x% 

cos  «2 


C08j3] 

cos/^a 


cosyo 
cosyi ' 

in!« 

cosy« 


[  sind,  so  sind: 


2:Pcosa  =  0,  2;Pcos/J  =  0,  2;Pcosy  =  0; 

2P{xC08ß  —  ^COSO)  =  0, 

^P(ycosy— '2C08|3)  =  0, 
-^P(tco8a— arcosy)  =  0 

die  ■«tliwendiyeii  Bedingungsgleichungen  für  den 
Ziistaod  des  Gleicbgenichts  zwischen  diesen  drei 
Kräften. 
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§.  6. 

BediiigiingAgleicIiuiigen    für  das  Gleichgewicht 
zwischen   beliebig    vielen    Kr.Htten. 

Bevor  wir  zur  Entwickeluiig  der  gesuchten  Bedingung 
gleichungen  selbst  übergehen ,  wollen  wir  zeigen ,  wie  sich  1 
auf  einen  Punkt  wirkende  Kräfte  die  Resultirende  bestimm 
lässt 

Die  gegebenen,  saninitlich  auf  den  Punkt  {abc)  wirkend 
Kräfte  seien: 


und: 


«O »    *  l »    •  •  >   *8  f  . . .  .  in 

\) 

X  —  a y  —  b  2 — c 

.r  —  a       y  —  b  x  —  6* 

coscTi        cos/9|        cosyi' 

X —  «__y  —  Ä__  *  —  ^ 

coscfj       cos/?a  ~~  cos/a' 

u.  s.  w. 
X  —  o         //  —  ^>  t  —  c 

COSOTn  COsßn  COS /n 

seien    die  Gleichungen    ihrer    Richtungslinien;    die    Uesultireii 
dieser  Kräfte  sei  Ü  und 

X — a       y  —  b z  —  c 

QOSfp        cost^        cos;j 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinie. 

Die  Resultirende  der  Kräfte  P^,  P|  sei  Rx  und 

X  —  a        y  —  b  z — c 

cosq>i  ^  cos  «/^i  ~"  cosxi 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Ricbtungslinie;    so  ist  nach  §.2.  < 

/2|  cos  q>i  =  Pq  cos  «o  +  A^i  cos  «i  , 
l?i  cos^i  =  Pj,co8/3o  +  Pi  cosßi , 
Ri  cos  Xi  =  Po  cos  Yo  +  ''i  cos  Yi . 
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Die  Resuitirende   der  Kräfte  Ri,   Pg ,  also  die  Kesultirende 
Kräfte  /^o>   ^i  t  P^,  »ei  R^^  und 

X  —  €1        y  —  b        z  —  c 

cos  92  ""  cos  i/Zj  "~  cos  5^2 

I  die   Gleichungen  ihrer   Richtangslinie;   so  ist  nach  §.  *2.  0): 

/^2 cos  (p2  =  /i^x  cos  q>x  -f  /2COSO2 1 
/^  cos  1^2  =  ^1  cos  t(;|  -f  P2  cos  j?2  > 

R%C08  X2  =  ^l  cos  Xi    +  f2C0Sy2; 

nach    dem   Vorhergehenden: 

H,^  cos  (p2  =  Po  cos  «o  +  ^1  cos  0|  +  P,  cos  CC.^  , 
ff^cosi^a  =;  Pocosj3o+  P|  cosft  +  PiCOsßif 
R^  cosxz    -  Pocosyo  +^^  cosy,  +Pa  cosy»« 

IHe  Re*«ultirende  der  Kräfte  Rt,   P^,  also    die  Resoltirende 
Kräfte   A*o,  Pi ,  Pt,  Ps.  sei  A3,  und 

X  —  n  y  —  b  z  —  c 

cos<P9        cost/;3        cos;[3 

ien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinie;  so  ist  nach  §.2.  6): 

R^  cos  <JE>3  ■=  ßa  COS  qp«  +  Ps  COS  «j , 

/?3  COS  t/zg  =  /?a  COS  t/;«  +  Pj  cos  /^s , 
/?8Cosx3  =  /2aC0S)(«  +  Pg  COS /a ; 

so  nach  dem  Vorhergehenden: 

R^COS  98  =  PoCOSOq  +  Pi  cos«!  +PaC0Saa  +  PsCOSttg, 
/?3COSt^3  =  PoCOS/?o+  PiCOsßi  +P«C0S/5a  +  P^COSß^y 

R^  cos  'fy  =  P^ cos  yo  +  Pi  cos  y,  +  P«  cosy»  +  P3  cos y^. 

Wie  man  aut^^ieso  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  keinem 
iireifel,  und  e»  ist  also  nach  dem  sich  hier  kund  gebenden  Ge- 
■tM..aod.  in.  aaaloger  Beseiobnunf^  für  eine,  beliebige  Anzahl  von 


iS:    .: 
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RnCOS  <pn  =  Po  ^®*  '^O  +  ^1  COS  «j  +  P^  COS a,  + . . . .  +  Pu  COSOb,  ^ 

4 

RnCOS'tpm  =  PoCOsßo  M^l  COS/Jj  +  P^  COS /?,  + +  PnCOsßnf 

ün  COS  In  =  Po  COS  yo  +  Pi  t'os  yi  +  P»  cosya  +  —  +  P«  COS  y«; 

oder,  trenn  man  jetzt  für  Rn,  cpn,  ^h>  Xn  beziehungsweise  R 
9>»  ^9  %  schreibt: 

2) 
Rco8  g>  =  Pocosoo  +  Pi  cosaf  +  PaC0SC3  +  .. ..  -\-PnC08an, 

Rco8\tlJ  =  Po  COS  /Jo  +  Pi  COS  /?!  +  P«  cos  /5«  +  ....  +  P»  cos  ßn  f 

Rco8 1  =z  Pq  cosyo  +  Pi  cos  yi  +  Pi  cos  yi  +  ....+  Pn  cos  y« ; 

oder  in  abkürzender  Schreibvreise : 

3) 
l2cos9>  =  SPcosa,  Rcosiff  =  2Pco8ß,  Rco8i  =  ÜPcosy; 

aus  welchen  Gleichungen  R,  fp,  ^»  %  bestimmt  werden  müsse« 
wobei  wir  uns  jetzt  nicht  aufhalten ,  weil  diese  Bestimmung  fli 
unseren  nächsten  Zweck  nicht  erforderlich  ist. 

Wenn  man  in  den  durch   die  Gleichungen  1)  charakterisirtei 
Richtungslioien  der  KrSfte 

Po  9     Pf  9      P«  9      P3  ,    .  .  .  .    Pu 

beliebige  Punkte 

(^oyo»o)»    (^l^l^l)»    (^«^«»2)»    ••••»  (^nynZn) 

annimmt,  deren  als  positiv  betrachtete  Entfernungen  von  der 
Punkte  (abc)  beziehungsweise  durch 

bezeichnet,  und  die  Kräfte 

Po  f   ■  I  9  '%  >  «3  f  •  •  •  •  P« 

als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  sie  von  dem  Punkt 
(afrc)  nach  den  Punkten 

(^0^0*0)»  (^l.yi*l)»  (^«.V«*a)'*  ....,  (^nynX«) 

hin»  oder  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  gerichtet  sind 
80  ist  nach  §.  Iv  5): 
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Xo — a  _  Vo""^  ^o — c  . 

cosoo  =  -2—-,     coBßo  =  ^^h—'     cosyo  =  "7—  ' 

"o  "0  ~o 

coMtam  =  f     cospi  = *     cos  Vi  =  » 

cosa«  =  f     cospa  =  ^ 9     cosy,  = 1 

1^*  Tj  Ta 

U^    S.    IV. 

ar«— g  ^         Sfn— ^  »II  — g. 

Gosa»  =  f     cosp«  =  ^— — f     cosy«  =  — - —  • 

Tn  Tu  Tu 

o  nach  2) : 

4) 

CO»  g}  =  #^0      I r  ^1       l         r  ^*      ^         r  •  •  ••  +  "»      Z       » 

CO»  r    = -fo""! r"i— z —  +  ^t — z —  +  ••••+"•-——• 

Vi  IT   wollen  nun  annehmen,  dass 

Po9  Pl  9  Pi  f  «8  » •  •  •  •  Pu 
iiebig  viele  Kräfte  and  die  Gleichungen  ihrer  Ricbtungslinien: 

5) 

cos  «o  C08  ßo  COS  /o  ' 

^-j^i  _y--yi  —  ^"^^ 

COSOTi  COS/?|  COS}'|  ' 

cosa«         co8/?s        cosy«' 

U.   6.  W. 

coso«  ""  coaßn        cosy« 

■eieii«  Dm  die  notbwendigeo  Bedingungsgleicbungen  für  das 
GMeligefricbt  dieser  Kräfte  zu  6nden,  nehmen  wir  drei  heliebige 
fuktB 


I9ö  Grüner t:    Neue  analytische  EtUwickeiang  der 

{a'b'c'),  (a"b''c"),  {a'"b'"d") 
.ü),  lind  ziehen  von  jedem  dieser  Piinkte  durch  alle  Puokte 

(^O^O^o).   C^l^l^^l),    (^2.^2^)»  ••••>  («nyiilii) 

(«erade.  Nach  diesen  Geraden  als  Richtungslinien  zerlegen  h 
jede  der  Kräfte 

in  drei  Kräfte,  welche  wir  beziehungsweise  durch 

U  /    u  /'    um,      u  f     u  ff    um,     u  '     u  tf    u  m ,         .    #>  '     #>  "     U 

bezeichnen,  und  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachde 
sie  nach  den  von  den  Punkten 

(a'6'c'),    (ö"6V'),    (a'W") 
nach  den  Punkten 

.  (^O^O^o)»  (^l.Vl^l)»  (^2^*««)*  •  •->  {^nynZn) 

hin  genommenen  Richtungen,  oder  nach  den  entgegengesetzt« 
Richtungen  hin»gerichtet  sind.  Bezeichnen  wir  dann  die  als  positi 
betrachteten  Entfernungen  der  Punkte 

(^0^0 ^)) '    i^\y\H)>    (a:2 ;/ « 1 2) , . . . . ,  {Xnyn Zn) 

von  den  Punkten 

(a'^'c'),   (a"6V'),  (a'^A^V") 

beziehungsweise  durch 
so  ist  nach  §.3.  10): 

/^oCOSCTo  —  ^0    ^TT      +  ^O    ^r?>       +  ^O  Z~m —  » 

»^0  »^o  ~o 

/^COSPo  =  ^0     ~f        T  ^O  «  /'        +  'O  Tl/?         » 

"^O  ^0  '^o 

P  rnuv    —  P  '  5»Zl£l  •  p '' iimfL    r  p  ///  ?0ZI^  . 

M)  ^O  To 


Pros«    —  p  ^  ^t  ""^'  I  P''^^^^"  I  P  w'^i  ""^''' 

'^l  »^i  ^l 

ProsÄ    ^  pfy^^^\p''V^''^lA.p'^yii:.^— 

Pp««v  P  I  ^t  "-^'    ■  p  >^^l  -  g"'  ,  p  m  H-C'"  . 

PiCOBYi  =  ri       ^^t     Tf^i       ^^„    ■  +  #'1        ^^w     ' 
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w!!:« 


Tu 


m 


i*.co8r.  =  P,'^VA+^ 


7— +  ft 


u.  s.  w. 


—  o'fllÜ^L 


:rii  — a 


// 


a:«  —  a 


/«r 


/^„co8««  =  p„'  "^\  /   +p/^^^.— + Pfr---m- ' 


rn 


r« 


rn 


rm  cos  Pn  =  r'ti   — —1 —  +  /^n    — :7t^ Y  Hn 


«0 


Tn 


2h  "C 


m 


2n  —  C 


ff 


P.CQSYn  =  Pn'  ^V>~  +  ^»"  ^^7.-  +  /^»'" 


rn 


In-C'" 


r« 


rn 


r„ 


w 


Bezeichnen   wjr   nun  die  Resultirenden   aller  in  den  Punkten 

(a'6'c').    (a"b"c"),    {a'"b'"d") 


ifceoden  KrSfte  durch 


n\     ir\     IT" 


reh: 


Gleichangen  der  Richtongslinien    dieser    Resultirenden 


X — a' 


coag> 


y-b' 

cosif;' 


x^€l*  _a-b" 

cos  9"        cosi);" 


X — Ü 


m 


^y. 


—bf" 


eosqf^       cos  off** 


'  cos  x' 

2-^c" 
=    TT  J 

cos  % 

_2—cr 


ist  nach  4): 


e0S9   —  #0       r7       TM        TT       1  ^a        Z^r       h-  •+  /'i 


arn— a' 


Da8^  = 


mit  — 


shsz^^njhz:^ 


Po'^'+Pi'~r^+P^— 


V 
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li  C0S9  —  A^o      r7>—  +  /|  — --7^ — r  1%  — —f    +  •••+"« — r 

»^0  ''l  ^t  'i 

n"/»^-.i."  —  P  "  y^H^  ■  p ''  ^ÜZL^"  j.  p  tfym  *"x     xP  "¥51 

ii  C08T(;    =  /o       -7f      +A    ""ITT/ r  "a  — r7>"~+'-"+^«  ~I 

^0  i*!  r»  r 

TT'cosz"  =  Po"^^'  +  Px"^-^  +  i»,"  ^«^'  +..-.+  /»-"*-=; 

Tu  Ti  r»  • 

+  1>  ««#  ^w*" 
*^1 


Tb 
^"0  ^"1  ^"2 

•  •  •  •    -f   Ä^H  a 

co(«x    —  'o       «  jw      +  ^i        «  ///    +  ^«        ZTiü      r  •  •  •  • 

'0  '  I  • « 


4.  p  "^ 


:■ 


Stellen  wir  jetzt  die  notbwendigen  Bedingungsgleichungen  filr 
Gleichgewicht  der  drei  Kräfte  W,  H",  U"*  auf,  so  erhalten 
offenbar  unmittelbar  die  gesuchten  notbwendigen  Bedingo 
gleichungen  für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte 

Nach  $.  5.  sind  aber  die  In  Rede  stehenden  Bedingungsgleichun 
W  cos  q>'  +  il"  cos  9"  +  77'"  cos  g)*'  =  0 , 
n'cosV  +  n"cosT(;"  +  77'*'cosiJ;'^  =  0, 
77' cos  x'  +  77"  cos^'  +  77*^  cos  %'  =  0; 

77'  (a'  cos  t^'  —  b'  cos  9') 
+  n**{a*'  costf;"  -6''  cosg>")  ^    =  0, 
+  Tl"'  (a  '"cos  t//"'  -  Ä^'cos  O 

77'    (6'  cos  t*  —c*  cos  Tj;') 
+77"(6"cosx"-c"cosT(;")    }   =0, 
+  77'"  (6*'  cos  %" — c*^  cos  ^'') 
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W  (c'  cos  9'  —  a' cos  %')     \ 
+  IT'  (c"  cos  tp"  -  o"  cos  /')   I    =  0 ; 
+  JI«'  {c"'  cos  g)'"  -  o"'  cos  x"*)  ' 

d  diese  Gleichungen  müssen  nun  mittelst  des  Vorhergehenden 
iter    entwickelt  werden. 

Zanächst   erhält  man  mittelst  der  oben  gefundenen    Formeln 
r  der   Stelle: 

71' cos  9'  +  i7"cos9"+  Jl'^cosg)'^ 

=  Po  cos  «o  +  A^i  cos  «1  +  P2  CO*  «3  +..,.+  Pn  cos  €tn , 

Jl'cost^'  +  n"cost/;"+  H'^cosip"' 
=  PoCoaßo  +  Picos ßi  -i- R^cos ß^-i^  >- '  -\- Pncos ß„, 

W  cos  x'  +  n"  cos  x"  +  il'"  cos  f 
=  PoC<>syo+ ^iCosyi  +  A^^cosya  +  '-'  +  MjCosy«. 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

11'  («'  C0S1/;'  — 6'  cosg>') 
+  H'  (a"  cos  1^"  -  6"  cos  9") 
+ n"  (o'"  cos  il;'''  —  b'"  cos  9)"0 

-6'  (p„'-:^+P.'fi^+i.,'£^£-'+....+P..£=z:^) 

A-ir/p/r?oZ^.  p/r/£L"«J4.p«'iE«Z:?!!  .  .pi^r^^Lr?!^ 

\  ^0  *^l  ^a  Tn         ß 


■i; 


20() 


..  "'  •  • 


amtiert:    Neue  anaipiische  Enntickehm^  der 


>  ".(««^ 


-  '•  ^-) 


U.   6.   W. 


+P,"(."«iri»:'_ra_-;5::) 


u.  s.  w. 


+  A>«'{«''?^-r^,?^^ 


+/^. 


Ol«*  «   W 


m 


.m 


"  /// 

Vi 


m 


u.  6.  \v. 


+p, 


=      R 


',"'fa"'^ 


n  —  O  a/ff^m'"^^ 


; — b' 


Tn'"  Tn'" 


'      ) 


yo-*' 


Xg  —  a"\ 


.  p  wi  _  yo-* 


I 
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+    *    ^^'      r,'«        S''      n'"    ) 


u.    8.     yt. 


+ ..  (/>.'8^'-^  A";«^'+  P.'"^) 
-  y.  (A'^77^ + A"^+  ''."'^') 

-y.(p.'^'+  ''."•^+ ^."'^) 


a.    8.     w. 


• 


«? 
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r„' 

T  '^n 

r„" 

T'^n 

r«"'     , 

Xn  —  a' 
Tn' 

+  /»»" 

r."     +^- 

r«'"    . 

=       Pq  {üt^  cos  /3o  — yo  cos  ao) 
+  Pi  (^i  cos  ft  —  y,  cos  «i) 

u.     s.     w. 

+  Pn  {Xn  cos  ßn  —  ^n  COS  Cfn). 

Weil  sich  nun  die  übrigen  obigen  Hedingungsgleichungc 
Gleichgewichts  der  Kräfte  J7',  n*\  //'"  ganz  eben  so  beha 
lassen«  so  erhalten  wir  als  Bedingungsgleichungen  des  Glei 
wichts  der  Kräfte 

'09   «1  »    *a>   '3 •  •  •  •  M  Pn 

die  folgenden  Gleichungen: 

Po^os^o+^icosa, +  P2COsa2+"'»  +  ^»»coscf«  =  0, 
PoCOS/?o+^i  cosft  +PaCosj5a  +  ....  +  ft  cosjS«  =  0, 
Pocosyo  +  ^icosyi  + /^aCosya  +  ..-+/^fiC08y«  =  0; 

Po  (a^o  cos  /3o  — ^0  cos  «o) 
+  Pi  {Xi  cosßi  -  yi  cos ai) 

+  ^«  (^2  C<>8  ß2  ^?/2  COS  «a)      ^     =  0 , 

u.  s.  w. 

+  Pf,  (Xn  COS  ßn  —  ffn  COS  «n)       / 

/^O  (yo  COS  Yo  —  lo  COS  j?o) 
+  Pl(yiC08yi— 2|C0sft) 

+  /^2(y»cosy2  — 2aCos/?a)     }    =  0, 

U.   8.   W. 

+  P«  (ynCOB  yn — z«  cos  /?«) 
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Pq  (zq  cos  «o — oto  cos  yo) 
+  Pi  (zi  coscfi  — OTi  cosyi) 
-{■P^ii^cosa^'-x^Qosy^)    }   =  0; 
u.  8.  w. 

+  Pn  {Zn  cos  Un—Xn  COS  y«) 

aben  daher  jetzt  den  folgenden  Hauptsatz  der  ganzen  Statik: 
ur  beliebige  Kräfte 

1   Rieb  tuDgslinien  durch  die  Gleichungen: 

■ 

^—^0  _  ;y— yo  _  ^— ^ 

cos  cfo         cos  j3o       cos  yo  * 

x-'Xi  ___y-fii  __g~gi^ 
cosofi         cos/?i       cosyi ' 

^~^a  __.y— y2_^— ^^ 

cosog        cosj?2       cosy^'  • 

a?  — a?«  _  y— y«  _  z— 2« 

cos  Oft        cos/?n       cosy« 

akterisirtsindysioddie  notliwendl|peii  Bedingung«- 
cbungen  des  Gleichgewichts: 

2;/'co8a  =  0,    2:Pcos/3  =  0,     2:Pcosy=0; 

J5P(a;cos|3— ycos«)  =  0, 
-SP(ycosy  —  zcosjS)  =  0, 
£P(zcoaa — orcosy)  =  0. 

§.  7. 
Resuitirende  beliebig  vieler  Kräfte. 

Die  gegebenen  Kräfte  seien  wieder: 
s 


T\<r 
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1) 

cos  cTo         COS  j9o        cos  J'o  ' 


x—x 


\  —  y— yi  —  ^~^i 


cos«!  C0S/?|  COS/i 

^— a^t  _y— yg  _  ^  —  H 

cos  «2         cos|32       cosya' 
u.    s.     w. 

a?— J?«  __ y— y«  __  ^''^n 
eo8CKfi         cos/?n       cosy« 

seien  die  Gleichungen  ihrer  Richtungslinien. 

# 
Die  Resultirende  dieser  Kräfte,  insofern  es  eine  solche  giebl, 

was   durch  die  folgenden  Untersuchungen  selbst  erst  weiter  er* 

mittelt  und  entschieden  werden  soll,  sei  R^  und 

2)  x-X  ^y-Y  ^x-Z 

' cosg)        cost^        cosx 

seien   die  Gleichungen  der  Richtungslinie   dieser    Resultirendeo. 

Zuerst  gehen  wir  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  es  fflr 
die  gegebenen  Kräfte  eine  Resultirende  R  wirklich  giebt.  Dann 
giebt  es  für  die  gegebenen  Kräfte  auch  eine  Aequipollente,  welche 
der  Resultirenden  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  und  daher 
—  R  ist,  insofern  wir  die  Gleichungen  '2)  auch  als  Gleichungen 
der  Richtungslinie  der  Aequipoilenten  betrachten.  Da  nun  die 
Aequipoliente  mit  den  gegebenen  Kräften  im  Gleichgewichte  ist, 
so  dass  also  zwischen  den  Kräften  ] 

•0  »  *  I  »   *a»   'S  *  •  •  •  •   «n*  —  ti  * 

deren  Richtungslinien  durch  die  Gleichungen  1)  und  2)  charakteri-  \ 
sirt  sind,  Gleichgewicht  Statt  findet,  so  haben  wir  nach  §.  6.  die  \ 
folgenden  Gleichungen:  | 

ZPcosa  —  Rcoaq)  =  0, 

2:Pcos/3  — Äcosif;  =  0, 

ZPcosy  —  Rco&%  =0; 

2P(xco8ß — ycosa)—  R(Xcoaij;—  Fcos^)  =  0, 
ZP{ycoBy — 2C08/3)  —  Ä(Fcos  %—Z  costf;)  =  0, 
ZP{z  cosa— OTGOsy)  —  R{ZcoBq>  —  Xcos  %)  =  0; 


=-,-?■: 
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» 

3) 

M9>  =  HPcosa,    Rcoatlf  =  ZPcosß,     Rcoa%  =  ZPcQ%y\ 

ß  (-X'cos  1/;  —  Fcosqp)  =  £P(xcosß — ycoBo), 
R  (  Fcos  X —  Z  C08  if;)  =  ^PQf  cos  y  —  i  cos  ß), 
/2(Zcos9— Acos}[)  =  ^P(2C08a — orcosy); 

wenn  wir  der  Körze  wegen  im  Folgeoden  immer: 

4) 
JL  =  £Pco8a,     Mi  =  üPcosß,    N  =.  EPcosy\ 

Ni  =  2?P(arco8/5— ycosa), 
Li  =  2P{y  cos  y — z  cos  j5) , 
Ml  =  £  P(z  cos  a  —  orcosy) 


lo: 


6) 
Rcosq>=:  L,     Rcos^ip  ==  M,    /?co8x  =  iV; 

jR(Xco8tf;—  Fcosg>)  =  iV, , 
i2(Kco8  3[ — Zcostf;)  =  Lj , 
l?(Zco89  — Acos  x)  =  ^i\ 

ö) 
RcoBq>  =  L,     Äco8tf;=^,    Äcos)(  =  iV; 

^,— ^A+ JLF  =  0, 
Li-2VF+ilfZ  =  ü, 
ilfi  — LZ+iVJf  =  0. 

Wenn  wir  die  drei  letzten  Gleichungen  nach  der  Keihe  mit 
L,  M  multipliciren  and  dann  zu  einander  addiren»  so  erhalten 
die  Gleichung: 

) LLi  +  ilfilft  +  iViV,  =0, 

ehe  Elemente,  die  sich  auf  die  Resultirende  beziehen,  gar 
hl  mehr  entb&lt;  und  wir  habeo  daher  den  folgenden  Satz: 
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Wenn  es  für  die  Kräfte 

eine  Resultirende  giebt,  so  ist  immer: 

LLi+MAI^+NNi  =0. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  aber  ferner  unmittelbar 
folgende  Satz: 

Wenn  die  Gleichung: 

XLi  +  i!/J/x  +  ^iV^  =  0 

nicht  erfüllt  ist,  so  giebt  es  für  die  Kräfte 

keine  Resultirende. 

Wenn  wir  aus  den  drei  ersten  der  Gleichungen  6),  natürlich] 
in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

cos  q>^  +  cos  t/;*  +  cos  %*  =  1, 

die  Grössen  R  und  q>,  if;,  %  bestimmen;  so  erhalten  wir  die  Aus- 
drücke: 

und  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

L  r 

cosg)  =  ^  =  Jh 


31        , 


cosx  =  ^  =:  + 


iV 


woraus  sich  ergiebt,   dass    man  für  cos 9,    cost/;,   cos^  nur  end* 
liehe  bestimmte  Werthe  erhält,  wenn  die  Grösse 

L^  +  m+m 

nicht  verschwindet,  wenn  also  nicht  zugleich 

L  =  0,    M  =  0,    iV=0 

ist,  oder  wenn  wenigstens  eine  der  drei  Grössen  L,  itf,  N  nicht 
verschwindet. 


4 


1- 
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Aus  allem  Bisherig^en  erhellet  nun,  dass,  wenn  wir  uns  über- 
ftopt  die  Aufgabe  stellen :  die  Resultirende  der  Kräfte 

1  bestimmen 9    wir  jedenfalls   von   den   beiden   Voraussetzungen 
isgehen    müssen,  dass  die  Gleichung: 

rfQllt  ist,  und  dass  die  drei   Grössen  L,  ]U,  N  nicht  sämmtlich 
»rschwinclen. 

Um  nun  unter  diesen  noth wendigen  Voraussetzungen  die 
leichun^en  6)  aufzulösen,  bestimmen  wir  zuerst  aus  den  drei 
sten  dieser  Gleichungen  die  Grossen  R  und  q>,  i/;,  %;  und  er* 
ilten   für  dieselben  wie  vorher  die  folgenden  Ausdrücke: 

8) 

L       ^  L 

cos  qp  =  n  =  Jb 


cos^  =  ^==i:^^===. 


«OS  x  =  7>  =  i 


iV  iV 


7^  » 


denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  be- 
;hen,  und  welche  für  die  gesuchten  Grössen  unter  den  gemach- 
1  Voraussetzungen  jedenfalls  endliche  bestimmte  Werthe  liefern. 
jgleicb    erhellet,  dass  R  nicht  verschwindet. 

Was  die  doppelten  Vorzeichen  betrifft,  so  ist  darüber  zu  be- 
terken,  dass  es  ganz  gleichgültig  ist,  welche  Vorzeichen  man 
immt.  Nimmt  man  nämlich  die  oberen  Zeichen,  und  setzt  also, 
ftdem  man  R  positiv  nimmt: 

Ä  =  VL^  +  m  +  N^; 

M  belssl  dies,  dass  die  Richtung  der    Ricbtungslinie  der  Kraft 
8^  welche  den  durch  die  Formeln: 


.  -  i- 
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L  L 

co»9=:ß  =  :^^======, 

_^ N_ 

bestiromteD  Wiokelo  ^*  ^»  z  entspricht,  die  Richtung  der  Kraft- 
12  ist;  nimmt  man  dagegen  die  unteren  Zeichen »  und  «etat  alssb 
indem  man  R  negativ  nimmt: 

Ä  =  — VL«  +  ilf*  +  ^«; 

so  heisst  dies,    dass    die  der   Richtung  der  Richtungslinie 
Kraft  12»  welche  den  durch  die  Formeln : 


L 

cosip  =  1^  =  — 

JU 

COB^  =   Tg  =  — 

_N_ 

cosz  _  ^  -  -  ^^-^___^ 

bestimmten  Winkeln  (p,  rff,  %  entspricht,  entgegeogesetzte  Rieh-  4 
tung  die  Richtung  der  Kraft  R  ist;  und  da  nun  diese  Richtung  ' 
pflfenbar  mit  der  identisch  ist,  welche  den  durch  die  Formeln: 


L 

V77»  +  yW «  +  JV» ' 

M 

VL*+JIP+m' 

If 

coatp  = 


GOS^  =      y.—— -- 


coax  = 


N 


bestimmten  Winkeln  q>,  ^,  %  entspricht,  so  sieht  man,  dass,  wie 
schon  erinnert ,  beide  Bestimmungen  der  Kraft  R  ganz  anf  Das« 
selbe  hinauslaufen,  und  dass  es  also  der  Einfachheit  wegen  vtr* 
stattet  ist«  im  Folgenden  bloss: 
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also,  weW  nach  der  Voraussetzung 

Li,  +  iW/Vi  +AiVi  ==  0 

ist  ; 

y|f(^/i— LZ+iVA)=0, 
iVCATj  — y|/A+LK)  =  0, 
L(Li  -iVF+yi/Z)  =  0. 

Nach  der  Voraussetzung  verschwinden  die  drei  Grossen 
L,  M,  N  nicht  sammtlich,  und  mindestens  eine  verschviindet 
also  nicht,  was  uns  auf  die  Betrachtung  der  drei  folgenden  Fälle 
führt 

Es  verschwinde  L  nicht.  Nach  dem  Vorhergehenden 
folgt  aus  den  beiden  Gleichungen: 

durch  Elimination  von  X  die  Gleichung: 

L(Li-Nr-i-MZ)  =  0, 

also,  weil  L  nicht  verschwindet,  die  Gleichung: 

L^  — iVr+iWZ  =  0; 

und  um  also  X,  F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  drei  Gleichun- 
gen 10)  vollständig  genügt  wird,  ist  es  bloss  nöthig,  die  Grössen 
X,    }\  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  zwei  Gleichungen: 

3Ji''LZ+NX=0, 
iV,-iV.Y+LF=0 

genfigt  wird,  was  mittelst  der  Formeln  : 

11/ M    —    j »  Ju  w—  y —    , 

in  denen  man  für  X  jeden  VVerth  setzen  kann ,  wegen  des  nicht 
verschwindenden  L  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  mit* 
telst  endlicher  völlig  besttroniter  AusdrAcke  mSglich  ist 
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Es    verschwinde    M   nicht.     Nach  dem  Vorhersehenden 
aus  den  beiden  Gleichungen : 

Ni-MX  +  LYz=zQ, 
L^^NY^  MZ=:0 

b   Elimination  von   F  die  Gleichung: 

M(I1ii''LZ  +  NX)z=0, 

,  weil  M  nicht  verschwindet»  die  Gleichung: 

Mi-LZ  +  NX^O; 

um  also  X,  Y,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  drei  Gleichun- 
10)  vollständig  genügt  wird,  ist  es  bloss  nuthig,  die  Grossen 
y,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  zwei  Gleichungen: 

N^''3IX  +  LY=:0, 
Li-^NY^  ]UZ=:0 

gt  wird,  was  mittelst  der  Formeln: 

>.    .    .    .     z-        ^j^—  .     J[-        ^        , 

inen  man  für  F  jeden  Werth  setzen  kann,  wegen  des  nicht 
cbwindenden  M  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  mit* 
endlicher  völlig  bestimmter  Ausdrücke  möglich  ist. 

Ss    verschwinde  2V  nicht.     Nach    dem  Vorhergehenden 
aus  den  Gleichungen: 

>Vi  — LZ  +  iV^  =  0 

I   Elimination-voo  Z  die  Gleichung: 

iV(2Vi— J/.Y  +  LF)  =  0, 
Hreil  N  nicht  verschwindet,  die  Gleichung: 

am  also  JIT,  F,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  den  drei  Gleichun- 
10)  vollständig  genügt  wird,  ist  es  bloss  nothig,  die  Grossen 
\  Z  60  zu  bestimmen,  dass  den  Gleichungen: 

Li  — iVF+ilfZ  =  0, 
^i-LZ  +  iV^  =  0 

|t  wirdy  was  mittelst  der  Formeln: 
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W  cos  tf;'  =  B\  R'  cos  x'  =  C 

ist,  die  man  jedoch  so  auswählt,  dass  weder  sie  selbst,  oac 
wenn  man 

ßl  +  B'  =  M\  N+C  =  N' 

setzt,  die  Grossen  Jkl'  und  JV  beide  verschwinden,  was  offeol 
immer  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich  ist.  FSi 
man  diese  Ausdrücke  von  M^  und  N^,  und  den  Ausdruck  L-f  H'coa 
von  L'  in  die  Gleichung 

ein,  80  wird  dieselbe: 

Li(L  +  Ä'cosy')  +  Mi(3I  +  B')  +  N^  (N+  C)  =  0. 
woraus  sich,  wenn  der  Kürze  wegen: 
,ß-  .,  LiL+ia,  {M  -f  B')  +  N,(N-\^  C) 

10)  ...     21   = ■ 1 

oder: 

17).         S  -      ^A+>1^V^i+iViVi+(g^^.  +  C^^i) 

Li 

gesetzt  wird,  wo,  weil  Li  nicht  verschwindet,  A^  eine  endlit 
völlig  bestimmte  Grösse  ist: 

R'co8(p'  z=A' 

ergiebt.  Also  hat  roao  zur  Bestimmung  von  R^  und  9',  if;' 
die  Gleichungen: 

Ä'cos9'  =  ^'*  Ä'cosif;'  =  J5',  Ä'cosx'  =  C; 

aus  denen  man  auf  bekannte  Weise: 

18) 

R'  =±  V^'a+Ä'»+C'«; 

,       ^'        ,  A' 


,  _  Ä'  _  ,  g^ 

C08  3('=:  «r  =  ± 


erhalt«  wo  iZ'  Dicht  verschwindet  und  die  Auedrücke  von  coe 
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FCMT^',  cosx'  endliche  vüllig  besiinimte  (ürüsHcn  sind,  weil  die 
^Crossen  A',  B',  C  nicht  sämmtlich  verschwinden ,  wodurch  also 
'iwere  Behauptung  im  vorliegenden  Falle  vollständig  gerechtfer- 
tigt Ut. 

Wenn  Mi    nicht   verschwindet,    so  setze    man  R'cosi'    und 
'Ccosqp'  zivei  beliebigen  VVerthen  C  und  A'  gleich,  so  dass  also: 

Ä'cosjc'  -  C  R'coaq)'  =  A' 

Ut,   die  man  jedoch  so  auswählt,    dass  weder  sie  selbst,  noch, 
wenn  man 

A"+C'  =  iV',  L  +  ^'  =  /y 

I 

I  setzt»  die  Grossen  N'  und  L'  beide  verschivinden,   was  offenbar 

I  immer  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich  ist.    Fuhrt 

■lan     diese    Ausdrucke    von    A''    und    L\     und    den    Ausdruck 

M+  R'cosrif'  von  M^  in  die  Gleichung 

ein,  so  wird  dieselbe: 

A,  (L  +  ^0  +  ^i(^  +  Ä'cos  VO  +  iV|  (^  +  CO  =  0. 
woraus  sich,  wenn  man  der  Kürze  wegen: 

19).    .    .Ä_ jg^ 

oder: 

20).    .    .Ä- jg^ 

setzt,    wo,  weil  Vlfi    nicht  verschwindet,   B'  eine  endliche  völlig 
bestiamite  Grösse  ist, 

Ä'cost^'  =  Ä' 

M^ebt.     Also  bat  man  zur  Bestimmung  von  R^  und  q)\  t^^,  ;(' 
die  GleicbuDgen: 

R'co8g>'  =  ii',   Ä'cosifi'  =  Ä',    Ä'cos x'  =  C' ; 
MM  denen  0icb  auf  bekannte  Welse: 
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21) 

,     A'    ^ a;_ 

cosx  -  ^-  ±  V^'^  +  B'^+C« 

ergiebig  wo  12^  nicht  verschwindet  und  die  Ausdrficke  von  cos« 
cost^^  cos^^  endliche  tollig  bestimmte  Grössen  sind,  weil  i 
Grossen  A',  B'^  C*  nicht  sämmtlich  verschwinden»  wodurch  al 
unsere  Behauptung  auch  in  dieefem  Falle  vollständig  gerechtf 
tigt  ist. 

Wenn  N%  nicht  verschwindet»  so  setze  man  R^eosw'  u 
A'cos^'  zwei  beliebigen  Wertfaen  A*  und  ß^  gleich,  so  da 
also 

R'  cos  q>'  =  A^,    R'  cos  ^'  =  B' 

Ist,  die  man  aber  so  auswählt,  dass  weder  sie  selbst,  noch,  Wei 
man 

L+il'  =  L',    1U  +  B'  =  M^ 

setzt,  die  Grossen  L'  und  M'  beide  verschwinden,  was  offenl 
immer  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich  ist.  FiSl 
man  diese  Ausdrficke  von  L'  und  M' ,  und  den  Ausdrd 
N+R'coax'  von  2V'  in  die  Gleichung: 

ein,  Bö  wird  dieselbe: 

Li  (L+ilO+  ^1  (^+  BO  +^1  (^+  Ä'cosxO  =  0; 
woraus  sich.  Wenn  der  Kfirze  wegen: 

^z;  ...  1/   —  —  jjT  - — 

oder: 

zo) .  .   .c  =  — j^ 

gesetzt  wird,  wo,  weil  Ni  nicht  verschwindet,  O  eine  endiiel 
völlig  bestimmte  Grdsse  ist, 


r- . »      d 
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Ä'cosx'  =  O 

{iabt.  Also  bat  man  lur  Bestimmung  von  R'  und  g)^  '^',  jj 
I  GleichnDgea: 

B  denen  sich  aaf  bekannte  Weise: 

24) 

cos  tl^'  =:  -Bv  =  ±     ,  y 

cos  t    ^^  ■"""   ^~  T  — 

qpebt,  wo  12'  nicht  verschwindet  und  die  Ausdrücke  von  coBq>', 
«y,  cosjf  endliche  völlig  bestimmte  Grossen  sind,  weil  die 
hissen  A',  ß',  O  nicht  sämmtlich  verschwinden,  wodurch  also 
■Nre  Behauptung  auch  in  diesem  P^lle  vollständig  gerechtfer- 
%liit. 

Dnaete  obige  Behauptung  ist  also  jetzt  in  allen  Fällen  volN 
Madig  gerechtfertigt. 

Diese  so  eben  bestimmte  nicht  verschwindende  Kraft  R'  mit 
4er  durch  die  Winkel  q>*9  ^*»  yf  ihrer  Lage  nach  bestimmten 
ichtaogslinie  und  eine  dieser  Kraft  absolut  gleiche,  also  wie 
ese  nicht  verschwindende,  aber  nach  direct  entgegengesetzter 
iehtang  wirkende  Kraft,  welche  wir  durch  Ri*  bezeichnen  wollen, 
mken  wir  uns  nun  im  Anfange  der  Coordinaten  wirkend,  wo- 
ircli  in  der  Wirkung  der  Kräße 

eht  das  Geringste  geändert  wird. 

Nach  14)  ist: 

L'  =  ZPtOBu  +  Ä'cosg)', 
M'  =  ^Pcos/J+  Ä'cos^, 
N'  s=z  ZPcoByi-  R'coByf; 


•  1^ 
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und  setzen  wir  nun: 

i 

Ni'=  HP  (x  008  /3— y  cos  a)  +  R'  (0.  cos  i/;' — 0 .  cos  q>^), 
Li'  =  2:P(ycosy— 2cosj3)  +/2'(0.co8x'-0.cosip'), 
^i'  =  ^P(2cosa  — xcosy)+/2'(0.cosg)' — O-cos^O; 
so  ist: 

IiVi'  =  ZPixcoaß—ycosa)  =  2Vi, 
Li'  =  SPiycosy  —  2C08/3)  =  Li, 
Ml'  =  £P(zcoaa  —  orcosy)  =iRfi; 
also : 

L'L,'+  »'iffi'  +  N'Ni'  =  LiL'  +  MiM'  +  iVjiV', 

und  folglich  nach  15): 

26) L'Li'  +  lU'Mi'  +  N'Ni':=0. 

Weil  nun  bekanntlich  nach  dem  Obigen  ausserdem  L',  M',  1 
nicht  sfimmtlich  verschwinden,  so  können  nach  dem  fräher  A 
wiesenen  die  Kräße 

Po9    Pu    P^ü    Pzt    ••'•    Pn»   R 

auf  eine  nicht  verschwindende  Resultirende  zurückgeführt  w« 
den,  die  wir  durch  /2;  die  Bestimmungswinkel  ihrer  Richtang 
Ünie  durch  (py  i^,  %\  die  Coordinateo  eines  ihrer  Angriffspunkt 
durch  X    y*  ^  bezeichnen  wollen.    Also  können  die  Kräfte 

P^i    *1»    P^   *8>    ••••  Pn>   Rf    *»i 

und  folglich  auch  die  Kräfte 

*o»  P\»  Pi>  *s>  •  •  •  •  *  •> 

auf  die  beiden  nicht  verschwindenden  Kräfte  R  und  /^j'  curilc 
gefUhrt  werden,  deren  letztere  durch  den  Anfang  der  Coordloati 
geht,    womit   also  der  folgende  Satz  bewiesen  ist: 

Die  Kräfte 

lassen  sich  in  allen  Fällen  auf  zwei  nicht  verschwii 
dende  Kräfte  zurückführen,  von  denen  die  eine  durc 
einen  beliebigen  gegebenen  Punkt  geht. 


~i 
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Wie  die  Kräfte  /?/  nnd  ß  in   allen  Fällen   unzweideutig   be- 
stimmt werden  icunnen,  erhellet  aus  dem  Obigen  ganz  von  selbst. 

Eadlich  wollen  wir  nun  noch  den  Fall  betrachten,    wenn 

L  =  0,     M  =  0,    iV=0 

ist.     Weil    die  Kraft  R  im  Vorhergehenden  die  Resultirende  von 

iat.   SO  ist  bekanntlich  allgemein: 

ßcosqo  =  ZPcosa  •}■  R'cosq>', 

ßcostf;  =  2PcoBß-{-  /Z'cosi^', 

ßcosx  =  ZPcosy  +  R*cos%' 
oder:  • 

ßcosqo  =  jL  4-  R'cosfp', 

ßcost^  =  Af  +  /2'cost/;', 

ßcosx  =iV  +  ß'cosx'; 

also  wegen  der  Voraussetzung: 

11  cos  9>  ^  R'coBgf\  i2co8i^  =  /2'cos(p',  ßco8x=  R'coai'-, 

iraraas  man  leicht  schliesst,   dass  die  Kräfte  R  und  R*  der  ab- 
solateo  Grosse  und  der  Richtung  nach  gleich  sind"^),    womit  na* 


*)  An«  den  Gleichungen  1 

/'coca  = /'i  coioi ,     /"cd«/?  = /*!  coi/:^, ,     /*G08y  = /*,  co«y, ; 

wo  a,  fiy  Y  ^^^  ^1«  ^1«  71  '™  Allgemeinen  die  Betttimmongswinkel  der 
Ri«Jituogalinien  der  Kräfte  P  und  P^  >iod,  folgt,  wenn  man  dieselben 
aaadrirt  ond  dann  so  einander  addirt,  wegen  der  bekannten  Gleichungen : 

co«a'  +  coi^*  +  coiy*  =  1 ,    C08a,*+ coii/?i*  +  co»y,*  =  I 
coelfsiclii 

/>«  =  />,^ 

alAO  mil   Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeicben  auf  einander: 

-S  " 

*        f  180"  — u 


cusa,  =  J^  co8at 


cui/7,  =  J^coii/?, 


coe/i  =±coey; 


^*         ^180°  — y. 


I 


15>* 
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*^0»    «1»    '2>    '•*   ••••    *»• 

wdche  ^eb  auf  jeoe  Kräfte  zurfickRlhraii  lassen,  sind  unter  ein- 
nder  im  Gleichgewichte.  Daher  läset  sich  jetzt  der  folgende 
Satz  aussprechen: 

Wenn 

L  =  0,    Äf  =  0,    iV=0 

Ist,    so  lassen  sich  die  Kräfte 

«0»       '\*      '%9      '%9     ••••     «« 

aaf  ein  Kräftepaar  zarfickffihren,  oder  dieselben  sind 
nnter  einander  im  Gleichgewichte. 

Das  Resultat  unserer   ganzen  Untersuchung   lässt   sich  nun 
in  den  folgenden  Sätzen  zusammenfassen : 

1.  Wenn  es  ffir  die  Kräfte 

«0»      '\t      *«»      '^9      ••••     *» 

eine  Resultirende  giebt,  so  ist  immer: 

LL^  +  Afilfi+iV2V,Ä0. 

2.  Wenn  die  Gleichung 

LXi  +  JIMfi  +  iV2V|=:0 
nicht   erfallt  ist,   so  giebt  es  far  die  Kräfte 

*(0>    '^\9     *^%»      "•>     ••••     ■" 

keine  Resultirende. 

3.  Wenn  die  Gleichung 

LLi  +  AllUi  +  JSNi  =  0 

erfftllt  ist,  und  die  drei  Grössen  L,  JU,  N  nicht  sämmt* 
lieb  verschwinden,   so  giebt  es  fflr  die  Kräfte 

«0»  ^1»  ^«»  't»  ••••  '" 

immer  eine  nicht  verschwindende  vGlIig  bestimmte 
Resaltirende. 

4.  Wenn  die  GrOssen  £,  Jlf,  2V  sämmt  lieh  verschwin- 
den, so  lassen  sich  die  Kräfte 

^o>  *^i»  *%»  «tt  ••••  " 
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entweder  auf  ein  Kräftepaar   zurückführeny    oder   dii 
selben  sind  unter  einander  im  Gleichgewichte. 

5.     Die  Kräfte 

lassen  sich  in  allen  Fällen  auf  zwei  nicht  verschwln« 
dende  Kräfte  zurückführen^  von  denen  die  eine  durch' 
einen  beliebigen  gegebenen  Punkt  geht. 


§.  8. 

Bedingungen   der  Ruhe    eines   um    einen    festen  Punkt 

drehbaren  Systems. 

Alle  im  Vorhergehenden  eingeführten  Bezeichnungen  beibe>* 

haltend,   wollen   wir  nun  die  nothwendigen  Bedingungen  für  im 

Zustand   der  Ruhe  eines  um  einen  festen   Punkt    drehbaren  Sy* 
stems  aufsuchen. 

Grösserer  Einfachheit    wegen   wollen    wir   den   festen   Punklf 
als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen. 

Zuerst  wollen  ^wir  voraussetzen,  dass  \ 

L,  =0,    TIf,  =0,    Ni^O 

sei.    Ist  dann  auch 

L  =  0,    Ar  =  0,    iV  =  0; 

so  sind  nach  §.  6.  die  Kräfte 

"o  9    «1  9     "%  9    «3  9   •  •  •  •   Pn 

unter  einander  im  Gleichgewichte,   und  das  System  beGndet  sich 
also  natürlich  in  Ruhe.     Ist  nicht  zugleich 

I,  =  0,    Ä  =  0,    iV==0; 

so  ist  wegen  der  Voraussetzung 

L,  =0,    M^-0,    iVi=0 
doch 

LL^  +  MM^  +  ^iVl  =  0, 

und  nach  §.  7.  lassen  sich  also  die  Kräfte 

*(0>  ^i>  *«»  'a *  ••••  ^»  j 
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eine    nicht    verschwindende   Resultirende  zurflckföhren ,    ftir 
;he  man  in  bekannter  Bezeichnung  die  Gleichungen: 

Li-NY  ^MZ  =  0, 
Mi-LZ  +iVA  =  ü 

hat,  welche  wegen  der  Voraussetzung 

1,1  =  0,    iüfjSsO,  iV,  =0 

in  diesem  Falle  in  die  Gleichungen: 

MX  —  LYz=0,  MX=iLY, 

NY—MZ  =  0,        oder :  NY=:MZ, 

LZ  —  NX=0',  LZ=zNX 

Ibergehen.  Verschwindet  nun  etwa  L  nicht,  so  liefern  diese 
Ginchongen  die  Formeln; 

Y^^X.Z^P, 

MS  denen  sich  für  A  =  0  auch  F  =  0  und  Z=:0  ergiebt,  und 
daher  erhellet,  dass  die  eine  Resultirende,  auf  welche  sich  das  Sy- 
steai  zarGckfuhren  lässt»  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht^ 
lifo  von  diesem  als  einem  festen  Punkte  aufgehoben  wird,  und 
daher  das  System  sich  in  Ruhe  befindet.  Ganz  eben  so  schüesst 
man,  wenn  üf  oder  JS  nicht  verschwindet. 

Hieraus  ei^ebt  sich,  dass,  wenn 

ii=0,    Äfi=0,    iVi=0 
ist,    das  System  sich  jederzeit  in  Ruhe  befindet. 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  nicht  zugleich 

L,  =0,    ilfi=0,    iVi=0 
sei.     Nach  §.  7.  lassen  sich  die  Kräfte 

aof  zwei  nicht  verschwindende  Kräfte  R  und  Ri'  zurückfuhren, 
deren  letztere  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht  und  da- 
her von  diesem  als  einem  festen  Punkte  aufgehoben  wird,  so 
i%BB  also  bloss  die  Kraft  R,  welche  die  nicht  verschwindende 
BawKirende  der  Kräfte 
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;spunkt   der  Coordlnaten    tn- 

r,  =0.    iV,  =0; 

< — xco»y)^ü% 

jvngsglelchuDgen  fflr  den  Zu- 
ystemc. 


tines  tun  ein«  fe«te  Ase  dreh- 
baren Systems. 

dher  eingefflbrten  Beeeichnangen  auch  jetzt  beibehal* 
en  wir  nun  die  nothwendigen  Bedingongeo  der  Rabe 
jine  feste  Axe  drebbaren  Systems  aufsuchen. 

eref  Einfachheit  wegen  nebmen  wir  die  feste  Axe  als 


j  §.  7.  lassen  sich  die  Krfifte 

Po,  P,.  P„  P,.  ....P, 

/ii  nicht  Terschwlodende  Kräfte  R  nnd  Ai'  surdckfOhren, 
letstere  dnrcb  den  Anfang  der  Ceordinaten  geht  nnd  daher 
iMWn,  als  einem  PuoLte  der  festen  Axe,  gans  aafgeboben 
M  daas  also  bloss  die  Kraft  R,  welche  die  nicht  veraebnin- 
Besnltirende  der  Kräfle 

Po,  P„P^,P,.....P.,R' 

irig  bleibt.    Ffir  diese  Kraft  haben  wir  nach  §.  7.  die  Glei- 

|{cos^  =  £',    itcosif  =  Jlf',    fIcosj  =  A^'; 

i,-iv'r  +  jf'z  =  a 

1I,—L'Z  +  N'X  =  0. 
gtmt  «rollm  wir  annehmen,  dass 


Ä^m^k^^ 
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ist,  Gbrig  bleibt.    FGr  diese  Kraft  haben  wir   in  den  Im  vi 
gebenden  Paragraphen  eingefährten  Bezeichnungen  die  Gleicbiin( 

i^i'  — Jlf'J!C+L'F  =  0, 

ilfi'-L'Z  +/V'jr=0; 
oder,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

ist,  die  Gleichungen: 

Ni-^M'X  +  L'Y^O, 
Lj-.Ar/F  +  ilf'Z  =  0, 
Mi  —  L'Z  +  N'X^zO. 

Ginge  nun  die  nicht  verschwindende  Kraft  R  darch  den  Ab-' 
fang  der  Coordinaten«  so  müsste  zugleich 

X  =  0,    r  =  o,    Z  =  0; 

also  nach  den  vorstehenden  Gleichungen  zugleich 

ii=rO,    Afi=0,    2^1=0 

sein,  was  gegen  die  Voraussetzung  streitet.  Daher  kann  die 
nicht  verschwindende  Kraft  R,  auf  welche  das  System  sich  m« 
letzt  reduciren  WesB,  nicht  durch  den  Anfang  der  Coordioateii» 
also  nicht  durch  den  festen  Punkt  gehen»  und  das  System  kann 
also  nicht  in  Ruhe  sein. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass»  wenn  nicht  zugleich 

XjrsO,     ilfi=0,    2Vi=0 

ist,    das  System  sich  nicht  in  Ruhe  befindet 

Wenn  also  das  System  sich  in  Ruhe  befindet ,  So  ist  zugleich 

Li=:0,    Jlf,  =0,    iVi=0. 

Aus  den  hier  bewiesenen  Sätzen  ergiebt  sich   der   folgende 
allgemeine  Satz: 

Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kräfte 
wirken»    um  einen  festen  Punkt   drehbar  ist,    und  man 


( 
i 
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liesen   Punkt   als  Anfangspunkt  der  Coordinaten    an 
liamt;  so  sind: 


ilnlich: 


Li=0,    Afi=:0,    iV|=0; 

£P{xeoBß — ycoBo)  =  0, 

£P  (ycoBy  —  icoBß)  =  0, 

£P(zcoBa — a;cos}')  =  0; 

die  moiltweiidlifeii  Bedingungsgleichungen  für  den  Zu- 
stand der  Rübe  dieses  Systems. 


§.  9. 

Bedingungen  der  Ruhe  eines  um  eine  feste  Aze  dreh- 
baren Systems. 

Alle  frflber  eingeffibrten  Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehal- 
tend, wollen  wir  nun  die  nothwendigen  Bedingungen  der  Ruhe 
eines  um  eine  feste  Axe  drehbaren  Systems  aufsuchen. 

CrffOsserer  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  die  feste  Axe  als 
Am  der  z  an. 

Nach  9*  7.  lassen  sich  die  Kräfte 

'0$  «  j>  «ai  «  8>  ••••  «II 

snf  xwei  nicht  verschwindende  Kräfte  R  und  Ri'  zurOckffihren, 
deren  letztere  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht  und  daher 
▼en  diesem»  als  einem  Punkte  der  festen  Aze,  ganz  aufgehoben 
wird,  so  dass  also  bloss  die  Kraft  R,  welche  die  nicht  verschwin- 
dende Resultirende  der  Kräfte 

ist,  flbrig  bleibt.  Für  diese  Kraft  haben  wir  nach  §.  7.  die  Glei- 
disngea: 

Acos g>  s  £^    J2cos^  =  ilf^    ßcos^  =  N^ ; 

Zoerst  wollen  wir  annehmen,  dass 

k 


i.  ' . 
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861.    Dann  ist  \vegen  der  vorhergehenden  Gleichungen: 

M'X - L'F  =  0  oder  M'X  =  L' F. 

Ist  nun  zugleich 

L'  =  0,     M'  =  0; 
so  ist: 

/2cosg>=0,    /Zco8t^  =  0; 

also^  weil  R  nicht  verschwindet: 

co8ip  =  0,    cost^  s=  0; 
folglich : 

g>  =  90O,    t(;  =  90o. 

Daher  steht  die  Kraft  R  auf  den  Azen  der  x  und  ^^  also  auf 
Ebene  der  xy  senkrecht,  und  ist  folglich  der  Axe  der  x,  nän 
der  festen  Axe,  parallel ,  kann  also  offenbar  keine  Drebaog 
Systems  um  diese  Axe  hervorbringen.  Wenn  ferner  nicht 
gleich 

ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

offenbar,  dass  immer  gleichzeitig 

X  =  Q     F  =  0 

ist,  also  die  Kraft  R  durch  die  Axe  der  z,  nämlich  durch 
feste  Axe  geht,  von  welcher  sie  aufgehoben  wird,  so  dass 
das  System  wieder  in  Ruhe  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn 

ist,  das  System  sich  in  Ruhe  befindet. 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  nicht 

JVi  =0 
sei.    Dann  ist  wegen  der  Gleichung 

Ai-.iPf'A  +  L'F  =  0 

nicht 

^'i:-L'F=0 
der  nicht 


aligemeinsten  Gesetze  der  Statik.  227 

lU'X  =  L'  F. 

^Iso  ist   nicht  zugleich 

L'  =  0,    ill'  =  0 
■nd  auch  nicht  zugleich 

A  =  0.     r  =  0; 

iroraus  «ich  leicht  ergiebt,  dass  die  nicht  verschwindende  Kraft 
R  nicht  der  Aze  der  z,  nämlich  der  fenten  Axe,  parallel  ist  und 
anch  nicht  durch  dieselbe  geht,  woraus  sich  leicht  ergiebt,  dass 
dia  System  nicht  in  Ruhe  sein  kann,  wenn  man  sich  nur  die 
■nf  der  festen  Aze  and  der  Richtungslinie  der  Kraft  K  zugleich 
■enfcrecht  stehende  Gerade  denkt,  und  in  dem  Punkte,  in  wel- 
diem  von  dieser  Geraden  die  Richtungslinie  der  Kraft  R  ge- 
troffen wird,  in  der  durch  diesen  Punkt  senkrecht  gegen  die  In 
Rede  stehende  Gerade  gelegten  Ebene,  die  Kraft  R  in  zwei, 
■aUirlich  auf  der  in  Rede  stehenden  Geraden  senkrecht  stehende 
Kräfte  zerlegt«  von  denen  die  eine  der  festen  Aze  parallel  ist, 
ite  andere  jedenfalls!  nie  verschwindende  auf  der  festen  Axe 
(natarlich  ohne  dieselbe  zu  schneiden)  senkrecht  steht,  wobei 
»an  sich  an  die  bekannte  geometrische  Construction  der  kürze- 
sten Entfernung  zweier  geraden  Linien  im  Räume  zu  erinnern  hat. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  nicht 

ZV,  =0 

ist,    das  System  sich  nicht  in  Ruhe  befindet. 

Wenn  also  das  System  sich  in  Ruhe  befindet,  so  ist 

iV,  =0. 

Die  beiden  vorhergehenden  SStze  fassen  wir  in  dem  folgenden 
Satze  zusammen: 

Wenn  das  System,   an  welchem  die  Kräfte 

wirken,  am  eine  festeAze  drehbar  ist,  und  diese  fes 
Aze  als  Aze  der  z  angenommen  wird;   so  ist 

nämlich: 

^P(arco8/5— ycosa)  =  0, 

die    nottawendl^e    Bedingungsgleichung    ffir  ^    - 

stand  der  Ruhe  dieses  Systems. 
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$.10. 

Parallele   Kräfte. 
Wenn  die  RIchtangsliDlen  der  sämmtlicbeD  Kräfte 

unter  einander  parallel  sind,  so  kann  man  sieb  eine  beliel 
Gerade  im  Räume  denken,  welche  den  sämrotlicben  Ricbtu 
linien  parallel  ist;  beieichnet  man  dann  die  Bestiromungswl 
dieser  Geraden  durcb  a,  /?,  y,  so  kOnnen  a,  /},  /  als  die  Bei 
mungswinkel  der  sämmtlicben  Richtungslinien  betrachtet  wei 
und  man  kann  also  im  Obigen: 

a  =:  Oq  =  tti  =  a^  =  ffs  =  . .  •  •  s=s  ttfi » 
P  =  1^0  =*  A  =  /^i  =  A  = =  /^ii  > 

y  =  yo  =  n  =y«  =  r»  =  ..-.  =  7« 

setten,    wo    dann  alle  nach    der  durcb  die  Winkel  a,    /S,    | 
stimmten   Richtung,    welche   natflrlicb   beliebig    gewi 
werden    kann»    hin    wirkenden  Kräfte   als    positiv,    die    i 
der  entgegengesetzten  Richtung  hin   wirkenden   Kräfte    als 
gativ    betrachtet  werden. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  werden  nach   §.  6.  die  Bc 
gungsgleicbungen  des  Gleichgewichts  in  diesem  Falle  offenba 

cosa^PsO,    cos/J^P=:0,    cos}f^P=0; 

coBßSPx  =  C08a£Py, 

cos  y  £Py  =  cos  ß  SPx , 

cos  o  ZPz  =  cos  y  EPx ; 

weil  aber  wegen  der  Gleichung 

cos«*  +  cos/J*  +  cosy*  =  ] 

wenigstens  einer   der  drei  Cosinus  cosa,   cos/3,   cosy  nicht 
schwindet,    so  werden  die  vorstehenden  BedingungsgleichuD 

-SP  =  0; 

cos  ß  ZPx  =  cos  «  ZPy , 

1) { 

cos  y  EPy  =  cos  ß  EPt , 

eoBaZPt  sscosyZPx. 
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Weil  hiernacb: 

=      co8yco8a£P,2Pff — cosacosß  SP.  2  Pz 

+  cosacoßßHP.ZPz  —  cosßcosyHP.SPx 

+  co8ßco»Y^P'  ZPx—coB  ycosaZP.  ZPy 

ist,  60  ist  im  vorliegenden  Falle  offenbar  die  Gleicbung 

LLi  +  MM^  +  ^^i  =  0 

immer  erlullt. 

Aus  den  Formeln 

L  =  cosa£P,    M=co8ß£P,    N=zco8yJSP 

erbellet,  weil  costt,  cos/?,  cosy  nicbt  zugleich  verschwinden,  c 
nur  zugleich 

sein  kann,  wenn  2P=zO  ist. 

Daher  ergiebt  sich  aus  dem  oben  ein  für  allemal  angezoge 
Paragraphen,  dass,  wenn  nicht  £P  =  0  ist,  die  parallelen  Kr 
immer  auf  eine  nicht  verschwindende  Resultirende  zuröckgefi 
werden  können.     Weil 

iL»  +  ilf«  +  iV«  =  (£P)^ 

ist,  so  ist,  wenn  (£P)  den  absoluten  Werth  von  HP  bezeicb 
nach  (.  7.  9) : 

R  =  (£P) 

und: 

£P  ^  2P        .  JSP 

cos 9?  =  cosa  (Tp\*     coa ^  zz  cos ß Yyjjz»   cos2  =  co8yrgp 

also: 

cosg)  =  db  cosa,     cos^  =  ±  cos/3,    cos  X  =  db  cosy; 

_C    a  _^    ß  _<    y 

ueim   man    die   oberen    oder  unteren  Werthe  nimmt,  jenachd 
£P  positiv  oder  negativ  ist.     Man  siebt  hieraus,  dass  die  Ri 
tungsiinie  der  Resuitirenden  den  Ricbtungslioien  der  sämmtlicl 
gegebenen  Kräfte  parallel  ist,  und  da  das  positive  R  nach 
durch    die  Winkel  9,   1/;,  %  bestimmten  Richtung    hin   wirkt» 
wirkt  R  nach  der  Richtung  der  positiven  oder  negativaa  Kil 
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ly  jeoaehdein  £P  positiv  oder  negativ  ist;  mit  RGcksicbt  hier- 
r  kaoo  mao 


R^ZP 


tsen,  wo  dann  durch  das  Vorzeichen  von  R  zugleich  die  Rich- 
ig  bestimmt  wird,  nach  welcher  die  den  sämmtlichen  gegebe- 
D  KräAen  parallele  Resultirende  hin  wirkt. 

Zwischen  den  Coordinateo  X^  F,  Z  haben  wir  nach  §.7.  10) 
d  oben  nach  6)  die  Gleichungen: 

8) 
cos  ß  ZPx — cos  a  ZPy  -'Xcoaß2P+  Fcos  aZPzuO, 

coBySPy—cosßJSPz-'  YcosyZP  +  ZcoBß2P=zO, 

coBa£Pz-^cosy2Px^Zcosa£P  +  Xcoayi:P=:0; 

ler: 

9) 

(JITcos/J—  Yeoaa)  ZP  =z  coaßSPx'-coaaZPy , 
(rcoBy—ZcoBß)£P  =  coaySPif'-coaß£Pz, 
(Zcosa— A  cos  y)2;P=  coaaZPi —coayZPx. 

Setzt  man: 

^_£Px       y_SPy      y^^^. 

fiiehes»  insofern  £P,  wie  wir  hier  voraussetzen,  nicht  verschwin- 
kt,  eodiicbe  vullig  bestimmte  VVerthe  sind;  so  werden  die  vor- 
Menden  Gleichungen: 

cosß  ZPx—coaaSPy  =  coaßSPx—cosaZPy, 

coayZPy'-eoaßZPz  =z  coayZPff'—coaßHPz, 

cosaJSPz  — coay£Px=z  coaa£Pz — coay£Px; 

mi  sind  also  vollständig  erffiUt  Da  es  nun  bloss  darauf  an- 
;,  eioeo  Punkt  der  Richtungslinie  der  Resultirenden  zu 
I,    so  genfigt  es   zur  Bestimmung    der  Resultirenden  voll- 

Gr°  Jr-^^       Y^^tl       y-^^' 


Ha  durcb  diese  Formeln  bestimmten  Coordinaten  X,    Y,    Z 
i  wm  Ton 


.',* 


\ 


■  • -«^ 
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und 

^o»  jfo»  ^»    ^t»  t/i»  H\    ^99  Sfa«  H\  ••-•  ^^»  SN»  '•> 
aber  nicht  tod 

<<o>  1^0*  ro;  «1'  /^»  ri;  ^^  ß^^  y%^  •*•;  ^>  Ai>  r»> 

also  nicht  tod  der  Lage  der  Richtuogslioien  der  parallelen  Kriße 
im  Räume   ab.    Daher  bleibt    der  Punkt  (XYZ)  derselbe,   oder 
die  Resultirende  geht  immer  durch  diesen  Punkt ,    welcbe  Lage 
auch  die  Richtungslinien  der  parallelen  Kräfte  Im  Räume  babeo    | 
mögen,  wenn  nur  die  Kräfte  an  sich  und  ihre  Angriffspunkte  üb- 
geändert   bleiben.    Wegen  dieser  merkwürdigen  Eigenschaft   hat 
man  den   durch  die  Formeln  10)  bestimmten  Punkt  den  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte  oder  das  Centrum  der  parat«    i 
ielen  Kräfte    genannt.    Dass  es  einen  solchen  Punkt  nur   für   \ 
solche  parallele  Kräfte  giebt»   fiir  welche   nicht  SP  =  0  ist»    er-   j 
giebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  von  selbst.  ] 

Wenn  2P  =  0  und    also  nach    dem  Obigen  Xr  r=  0,    üf  s=  Qt    ^ 
2V  =  0   ist,    lassen  sich   die  gegebenen    parallelen  Kräfte  nach    ' 
§.7.  nur  auf  ein  Kräftepaar  zurückfahren,    oder  dieselben    sind 
unter  einander  im  Gleichgewichte. 

S.  11. 

In  einer  und  derselben  Ebene  wirkend«  Kräfte. 
Wenn  die  Kräfte 

*  0 *    Pf   P% »    P9»  •* "  P»  i 

sämrotlich  in  einer  und  derselben  Ebene  wirken,    so  nehmen  wir.« 
diese  Ebene  als  Ebene  der  xy  an. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist: 

yo  =  yi  ^n^u  ••  •  =y«  =  w, 

also: 

cosyo  =  cosyi  =  cosy^  =  cosys  =  ....=  cosy«  =  0; 
ferner 

Also  sind  nach  §.  6.  die  Bedingungsgleichungen  Rlr  den  Zu>; 
stand  des  Gleichgewichts: 

l)...2:Pcosa=0,  £Pco8ß=zO,  JSP(«cos/J-yco8«)=r  tt 
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6) 2;P  =  0,    ZPx^Üy 

wo  oTo»  ^i>  ^a>  ^8>  •■••  ^'"  ^'^^^  ^"^  ^'®  Durchschnittsponkle 
Richtungslinien  der  parallelen  Kräfte  mit  der  Axe  der  x  betU 
welche  Axe    natürlich    ganz    beliebig   angenommen  werden 
wenn  sie  nur  die  sammtlichen  Richtungslinien  schneidet 

Ist  das  System  um   einen  festen  Punkt  drehbar,    so  nd 
man  denselben  als  Anfang  der  Coordinaten   an»    und  die 
gungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe  ist  dann  nach  2): 

7) co8ß£Px=zcoaai:Py 

oder,  wenn  man  die  Axe  der  x  so  annimmt,  dass  sie  die  säm 
liehen  Richtungslinien  schneidet: 

8) £Px  =  0, 

wo  Xq,  Xi,  X29  x^»  ....  Xn  sich  auf  die  Durchschnittspunkta  i 
willkührlichen  Axe  der  x  mit  den  Richtungslinien  beziehen. 

Wenn  nicht  zugleich 

L  =  C08a-SP=  0,    M=cosß£P=0; 

also,  weil  cosa,  cos  ^  nicht  zugleich  verschwinden,  wenn  nicht  ^Ps 
ist,  so  lassen  sich  die  Kräfte  nach  dem  Obigen  auf  eine  nk 
verschwindende  Resultirende  zurückführen,  welche  nach  3)  oA 
bar  durch  die  folgenden  Formeln  bestimmt  wird: 

Ä  =  V(cos  a«  +  cos  ß^)  (ZP)^ ; 

cosaUP 
cos  (D  =      /.  —  ■—  f 

V^(cos  a«  +  cos  ß«)  (JSP)* 

cosßZP 
V^(cos  a«  +  cos  ß^)  (£P)* 

cos^  =  0; 
also  mittelst  der  Formeln: 

£P  JSP 

^  =  i^P),   cos 9  =  cosa  T^p^  *     cost(;  =  cos/J  7Yp\*     cos^ss 

wo  {EP)  wieder  den  absoluten  VVerth  von  ZP  bezeichnet;  od< 

/^  =  (JSP),  coaq>  =  ±  cosa,  cost(;  =  ±  cos/3,  cosjf  =  0. 

Die  Resultirende  wirkt  also  in  derselben  Ebene  wie  die  gegek 
nen  Kräfte  und  ist  denselben  parallel,  und  wenn  4nan 

9) R=:£P 


r-:    ^    > 
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mIsI»  so  wird  durch  da«  Zeichen  der  Resultirenden  zugleich  ihre 
1;.  Sicbtnog  bestimmt«  was  ganz  eben  so  erhellet  wie  in  dem  allge- 
aeineren  Falle  In  §.  10. 

Zwischen  X,  Y  hat  man  nach  4)  die  Gleichung: 

(Xcos  /3  ~  Fcos  a)  ZP  =  cos ß  ZPx  —  cos  a  ZPy , 

welche  erfüllt  wird,  wenn  man 

'"^ ^  —    zp  *    '^  —  zp 

setzt,    welche  Werthe,    wenn  £P  nicht  verschwindet,    endliche 
ruilig  bestimmte  Grossen  sind. 

Der  durch  die  vorstehenden  Coordinaten  bestimmte  Pun^t 
(XF)  heisst  auch  hier,  wie  in  §.  10.,  und  aus  ähnlichen  GrOnden 
wie  dort,  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  oder  das 
Centrum  der  parallelen  Kräfte. 

Wenn  2P  =s  0  ist,  so  lassen  sich  die  Kräfte  nur  auf  ein 
I  KrSflepaar  zurückführen  oder  dieselben  sind  unter  einander  im 
[   Gleichgewichte. 

r 

'  §.  12. 

Anderer    Ausdruck    der    Bedingungen    des    Gleichge- 
wichts. 

Wir  wollen  uns  eine  beliebige  Gerade  denken«  welche  durch 
die  Gleichungen: 

a: — a       y^b       i  —  c 

'  cos  6  COSCD  COSCi) 

charakterisirt  sein  mag,    und    im  Allgemeinen    die  Axe    genannt 
werden  soll. 

Betrachten  wir  nun  eine  beliebige  Kraft  P^,  deren  Richtungs- 
linie durch  die  Gleichungen: 

'' cosoq       cos^o       cos  yo 

charakterisirt  ist. 

Von  dem  Punkte  (^To^o^)  ffiHen  wir  auf  die  Axe  ein  Perpen- 
dikel, dessen  auf  der  Axe  liegenden  Fusspunkt  wir  durch 
(JK^^FqZo)  bezeichnen.  Die  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel, 
welche  die  von  dem  Punkte  {ß^y^t^  aus  nach  dem  Punkte 
(XqFoZo)   hin   gehende  Richtung  dieses   Perpendikels  mit  den 

I 
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positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  x  einachliesst,    bezeicbiM 
wir  durch  00,  a>o>  ^o»  die  als  positiv  oder  absolut  betrachtete  Eat*'' 
fernung  des  Punktes  {X^^YqZq)  von  dem  Punkte  (jto^o^»    ^^ 
die  Entfernung    des  Punktes  (x^yQ!^)  von    der  Aze,   mag    durch 
Gq  bezeichnet  werden;   dann  ist  nach  §.  1.  4): 

3\  ^o  —  ^o  ^^  yp — yp  _  ^o~"3  --  Q  . 

^ cos  00  cos»o         cosöo  ^' 

Weil  ferner  der  Punkt  {XqYqZ^  in  der  durch  die  GleicbungM 
1)  charakterisirten  Axe  liegt»  so  ist  nach  $.  1.  4): 

4)  ^o-q  _  y^—b  _  Zq'-c  _  ^  ^ 

C08Ö  cos©  COSO) 

wo  G  die  Entfernung  des  Punktes  (^o  ^o'^o)  ^^^  dem  Pookte  (aAe)  ^ 
bezeichnet,  insofern  man  diese  Entfernung  als  positiv  oder  negativ 
betrachtet,  jenachdem  der  Punkt  (^o^o'^o)    ^^    der  der  beide« 
von  dem  Punkte  (abc)  ausgehenden  Richtungen  der  Axe,  vrelciier 
die  Winkel  6,  od,  c5  entsprechen,   oder  in  der   dieser    Richtmg; 
entgegengesetzten  Richtung  liegt 


Hiernach  haben  wir  also  die  Gleichungen: 

iJTo  =  a  +  Gcos ö  =  a^o  +  Gocos 6q  , 
Fo  =  6-|- Gcoso  ^^o-|- GoCOBODof 
Z^^C-t-  Gcos  Q   =  Zo  4-  GqGOS  Oo  9 

also  die  Gleichungen: 

IXo  —  a  =  Gcosd — GqCosOo  t 
y^)  —  6  =  Gcos  G>  —  GqCos  oq, 
Tq — c=  GcoscS  —  GqCosOo» 
aus  denen  sich,  wenn  man  G  und  Gq  eliminirt,  die  Gleichung: 

7) 
(opq  —  a)  (cos  c»  cos  (Sq  -^  cos  o  cos  lOo) 
+  (yo — 6)(co85cos  öo  —  cosö  cosOo)  J    =  0 
+  (lo  — c)  (cos  ö  cos  Wo  — cos  CO  cosöo) 
eder: 
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8) 

+  |(2q— c)cos6 — (jTo — ß)  COSÖjCOSOo  ^    =  0 
+  l(^— fl)co8(ö— (yo  —  6)co8  6  Icoscdo 


ergiebt. 


Wef(en  der  Perpendicularität  der  beiden  so  eben  betrachteten, 
durch  die  Gleichungen: 


COM  6 


cos  HO 


COSGi> 


eosft 


cos  »o        COSOo 


ckarakterisirten  Geraden  hat  man  aber  ferner  die  Gleichong: 
9)  .   .   .    cos^cos^Q-f^^oscDcosoo-l-coscSeoscSo  =  0, 


erhält  nan  ans  den  Gleichungen  8)  und  0),  wenn   Gq*  einen 
Itwissen  Factor  bezeichnet«  auf  bekannte  Welse  leicht: 


cos  ^o 


_  /w  (       co8a)[(j:o — a)cosco — (^o^^)^^^  ö]  ) 

l    — COSQffZA — C)COSÖ  —  (OTn— a)C08Öl   ) 


COSfliO 


COBOq 


C08  0)[(j?o 

cosq[(zo 
COS  5  [  (yo 

cos  6  [  (.To 
cos  ö[(Xo 

coso[(yo 


a)  cos  CO 
c)cosd 

•6)cos€5 
a)coso 

c)co8  ß 
6)coso 


(yo 

(yo 

—  (  2o  ""  ^)  C^* 


6) COS  0] 
a)  cos  q] 

c)  cos  o] 
6)  cos 


— (2o  — C)COS»]   ) 

— (yo— *)cosö]  ) 


a)cos(i>]  ) 


,  wie  nan  sogleich  übersieht: 

10) 


6t  =  Co'lJfo— «— [(*o-o)cosö+ (yo— Ä)co8ai+(xo-c)co8Ö]cosö|, 
«o=  Co'lyo— *— [(*o-o)cosö  +  (yo-6)co8CD+(zo-c)cosi51cos  Cöl, 
c3»=  Co'l^— «-[(*o-fl)cosO+  (yo-6)cos»+(xo-c)cos5]cos  5|; 


sich  ferner  leicht  die  Gleichung: 

II) 

V»M«o— «)• + (yo-6)* + (*o-c)* 

—  [(*o-«)  cos  ö  +  (yo— 6)cos»  +  (zo— c)coso]«|  =  l 
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Aus  den  Gleichungen  6),  nSmIich  aus  den  Gleichangen : 

;ro— a  =  Gcos  6 — Crocos  öo» 
3fo  — ft=  Gcos  CD — Gocosfo^t 

2o— C  ==  GCOSO  —  GqCOSCSo? 

erhält  man  ferner  leicht: 

{xq — fl)cosd-|'(yo — &)cos»  +  (zo — C)C08Ö 
:=i  G  —  Gq  (cos  $  cos  ^0  +  cos  a  cos  Oo  -t*  cos  ^  cos  c^o)  > 

(  jtq -^  a)  cos  00 -f  (yo --*  ^)  cos  Oo  +  (sq — c)  cos  »o 
=:  G(cos0cosOo~fcoscocos(»o-t-co8€5cösUo) —  Gq; 

also  nach  9): 

12) 
(a:o  — ö)cosö  +(yo  — *)cosa)  +(2o— c)cos5  =  C, 
(^o  — ö)cosöo  +  (yo— *)coscDo  +  («o— c)cosöo  =  — Go- 

FObrt  man  in  die  letztere  dieser  beiden  Gleichungen  die  Wer 
von  cos^Q,  coscoo,  cos  c5o  aus  10)  ein,  so  erb&lt  man: 

Go'  l(^o-fl)H(yo-&)* + (»0-0* 

—  [(OTo— fl)C08d  +  (yo — 6)cOSG)+(Zo— C)C08Ö]*)  =  — < 

also: 

Go'*  ((^o-«)*+ (yo-Ä)»  +  (to-c)« 

— [(^0— fl)  cos  ö  +  CVo—Ä)  cos  w  +  (2o— c)  cos  ö]*  I  =  —  Go  ( 

und  folglich  nach  11): 

13) GoGo'  =  -l, 

woraus  sich,  weil  bekanntlich   Go   eine  positive  Grusse  ist, 
giebt,  dass  Gq   eine  negative  Grusse,  und  folglich  nach  II): 


Go'  = 


14) 

1 


^    l  —  [(o^o  —  fl)  cos  ö  +  (yo—  6)cos  m  +(20— c)cos  »]•  J 


ist. 
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En^ich  ist  nach  3): 

Xq — Xo^  60  cos  öo , 

'o-"yo  =  GoC08»o. 
Zo  —  Zq=  GoCOSUo; 

ilso  nach    10): 

=  Co^o'  i  ^O «  -  [(*0  —  ö)CO»Ö+(yo  — *)  <508»  +  (Xo—  C)  C08Ö]C08d|, 

s  Go^o'  I  yo  —  * — [(«b-  o)  cosÖ+(yo  -  *)  co«  »+(«0 — «)  cos  ö]  cos  odU 

^  CoCro' l  Xo  —  <^  —  [(*o -  fl)  cos  ö t (yo— *)  cos  o  H«o— ^) cos  ö]cosö| ; 

iiso  nach   13): 

15) 

JK^  =  a  -I-  J(aro— a)cosd  + (yo-"^)coscD+ («o— c)cosö|cos  ö, 
y^  =  6  -|-t(^o — a)cosö  +  (yo"~'^)co8»  + (lo — c)cosö|co8cd, 
2^  ^  c  4*  i  (^o — fl)cosö  f  (yo — 6)cosco  +  (2o — C)C06€5|COSO. 

Darcb    deo  Punkt  (^o^o^)  legen  wir  jetzt  eine  auf  der  Axe 
Mokrecht  stehende  Ebene,  deren  Gleichung: 

^o(«-^o)  +  Äo(2^-yü)  +  C'o(x-io)  =  0 

ma^;;  dann  ist  nach  den  Lehren  der  anal3rtischen  Geometrie: 

y»0     _      ^O      _       M) 


^== » 


cos  6         cos  (D  COSCi) 

die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene  ist  folglich: 

16)....(j:— «o)cosöKy— yo)cos©  +  (x-Xo)co8Ö  =0. 

Ferner  legen  wir  durch  den  Punict  (j*Qyo^o)  oine  in  dieser 
le  liegende  Gerade,  welche  auf  der  von  <iem  Punkte  (0:0^0*0) 
ikrecht  gegen  die  Axe  gezogenen  Geraden  senkrecht  steht, 
schneiden  anf  dieser  Senkrechten  von  dem  Punkte  (0*0^0^) 
ein  beliebiges  8(Qck  Vq  ab,  dessen  Endpunkt  durch  die 
lerdioatcn  X^,  Jfo,  So  bestimmt  sein  mag.  Bezeichnen  wir  die 
D^  nicht  übersteigenden  Winkel»  welche  dieses  als  von  dem 
'■kte  (x^ffy^  ausgehend  gedachte  Stück  vq  mit  den  positiven 

timu  xlyi.  vi 
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Theilen  der  Azeo  der  Xt  y»  <  einschliesst,  durcb  ilo»  Fp' 
80  ist: 

iJ^rsaro+VoCOsAo, 

und  die  Gleicbungen  des  in  Rede  stehenden  Perpendücels  sl 
18)...  ^-^o^  9-90  ^tH^. 

' COSilo  COBffto  COSVo 

Weil  dieses  Perpendiice!  in  der  dorch  die  Gleichnng  16)  < 
rakterisirten  Ebene  liegen  soll«  nnd  auf  der  von  dem  Poi 
(^0^0^)  senkrecbt  gegen  die  Aze  gezogenen  Geraden,  d< 
Gleicbnngen 

eos  ^0       ^0%  flOo      cosQo 
sind,  senkrecbt  steht;  so  ist: 

cos^eosilo-f  coso  eosfio  +  cosS  cosvq  =  0« 
cos  OqCos  Üo  +  eos  o>ocos  fio  +  cos  SqCos  vq  =  0 ; 

also,  wenn  G^'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

cos  Üq  =  Gii*  (cos  m  cos  Öq  —  cos  S  cos  Oq)  » 
cos  fio  =  Cro''(cos  o  COS  Bq  —  COS  0  cos  Oo)» 

cos  Vq  =:  Cro"  (cOS  B  COS  Oq  —  COS  0)  COS  ^q)  f 

folglich  nach  10)  offenbar: 

19) 
cos  10=  Go'Cro"|(zo-- Ocosa— (yo— *)co85|, 
cosffo=  Cro'Cro"|(a:o— a)cos5— (zo  — c)co8  ö|, 
cosvo  =  Cro'Cro"l(yo— *)cos0  —  (xq  — a)co8o>t; 

woraus  sich  sogleich: 

Go'«Go"»|(aro-a)«+(yo-*)H(«o-e)» 

— [(*o— «)««»ö+(yo— *)cos»+(io— <?)«oBc5pt  = 
also  nach  II): 


\ 


r^4 
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%vorau8  sich,  iu  VerbindoDg  mit  den  oben  in  zweiter  Linie 
henden  Gleichongen,  leicht  die  folgenden  Formeln  ergeben: 

=  t(^— •a?o)co8«o+(?o— yü)co8/?o  +  (5o-"«o)co«yoUos^), 

Yo— yo 
=  t  (J^o  -  ^o)  cos  oö  +  CPo  — ^o)  cos /Jo  +  (So — «o)  coe  70 1 C08  ßo , 

Zo — «0 
=  t(Xo— a:o)cos«o  +  (yo— yo)co8/Jo+(5o  — «o)cosyoJco«yo; 

folglich,  weil  nach  22)  offenbar: 

(3^  — a:o)co8aö+(Vo— yü)co8/5o  +  (5o— »D)co«yo 

[  (  20  —  C)  cos  (0  —  (  yo  ""  *)  cos  Ö]  cos  Oq 

=  dbGo'vo^  +  [(aro""«)cosö  — («o— c)cos  6]co8jSo 

+  [(yo— *)cos  6~(aro— a)costt]co8Xo 
(j?o  ~~  o)  (cos  /?oCos  Q  —  cos  Yq  cos  (O) 

=  db  Go'  Vo  ^  +  (y©  ~  *) (cos yo cos  d  —  coso^ cos 5) 

+  ( «o"" c)(cosa^cos» — cos /Sq cos  6) 

ist: 

23) 

(OTO— <l)(cOS/?oCOSC5— COS^ToCOSID) 

Xo— OTo  =  i:  Go' vo  ^  +  (yo— *)(cosy„co8d— coso^cosS)  (  cos  o^» 

+  (  2o""0(cOSaoCOS(»— COS/JoCOS  ö) 

(jTo— 'a)(cos/?ocosc5— cos^^qCosid) 
Yo— yo=  ±6o'vo^  +(yo— *)(co8yoCosd— cosu^cosö)  (cos/l^, 

+  («o""^)(co8aocos(»— cos/5oC08  Ö) 

(oTo — a)(cos/JoC085— cosyocos»)   » 
Zo—  xo  =  ±  Go'  vo  {  +  (yo— *)(cosyoC08  0— cosci^cosq)  >  COBJV 

•f  (Xo— c)(c08aoC08(0<-C08/3oCOS(9)   / 

Bezeichnen  wir  nun  die  Projection  ?on  v^  aof  der  RirhtniP 
linle  der  Kraft  Po»  indem  wir  diese  Projection  als  positiv  edw 


4 


■  l- 
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!• 


verschiedenen  Seiten  oder  Richtongen  hin  genommen  werdei 
kSonen.  Deshalb  wollen  wir  jetzt  festsetzen»  dass  die  beida 
Perpendiicel  vq  nnd  Vi  immer  so  genommen  werden  sollen ,  da« 
sie»  wenn  man  sie  als  KrSfte  betrachtete»  das  System»  an  wel 
chem  alte  gegebenen  Kräfte  wirken»  um  die  angenommene  Axe 
als  eine  feste  Drehungsaxe  gedacht»  nach  einer  und  derselbei 
Seite  oder  Richtung  hin  drehen  oder  zu  drehen  streben  wfli 
den.  Unter  dieser  Voraussetzung  müssen  offenbar  die  durch  ih 
Winkel  Oo»  <Vo9  cSound  Oi»  Oi»  Qi  bestimmten  Richtungen  um 
die  durch  die  Winket  Aq»  fto»  ^o  und  il|»  f»|»  Vi  bestimmtei 
Richtungen  unter  gleichen,  180^  nicht  übersteigenden  Wlnkeii 
gegen  einander  geneigt  sein ,  was  durch  eine  ganz  einfache  geo 
metrische  Betrachtung  auf  der  Stelle  erhellet,  so  dass  man  als< 
unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  Gleichung: 

cos  Oo  cos  $1  -f  cos  »o  cos  (0|  -f  cos  Qo  ^^^  ^1 

=  COSA^COsAi-f  COSfloCOSf*|-f  COSVo^^^C^^l 

hat.    Nach  10}  ist  nun: 

cos  So  =  Go't^o — fl""[(^o — fl)cosö+(yo— *)cos(»  +  (zo — c)cosq]cos9| 
cos(Oo=  Go'l  yo""* — [(^To— «)cosö+(yo^Ä)cos(» +(:^— c)cos5]cos«| 

COSQo=  GoM  2o'^^^[(^O^A)COS0-f  (yo"~^)COSfi>-f  (3^0-'^)C080]COSO| 

und  analog: 

cos  öl  =:  Gl'  |a?i— a — [(xi  — a)co8Ö+(yi — 6)cosiD-f  (2i--c)cosc$]co80| 
cosoi  =  Gl'  {^1— 6— [(a?i— a)cosö+(yi  ~6)cos(o*f  (<i~c)coso]cos0| 
cosO|  =  G/t  xi-*c— [(o^i— a)cos(9-|-(yi~6)cos(o-f(ii— c}cosö]cosB|j 

also»  wie  man  sogleich  übersieht: 

cos  6q  cos  dl  -f  cos  »o  cos  (0|  4~  cos  Qq  cos  Si 

I(a?o-fl)(^i-«)+(yo— *)(yi'-*)+(«o— c)(*i— c)  \ 
—      [(a:„— ö)cosö+(yo— &)cosc»  +  (2o— c)cosS]  i; 
X[(ari— a)co8Ö  +  (y,  —  6)cos(o-|-(zi  — c)cosS] 

Ferner  ist  nach  21): 


J 
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CIMI|lo  =  ±Go'|(«0— ö)C0«S— (J^  — C)C08  Ö), 

co«Vo  =  ±Go'l(yo— *)co»  Ö— («0— a)co8»| 

analog: 

Gos^i  =±Gi'{(«i  — c)cosa)— (yi— 6)co«5|, 
cosfii  =s±Gi'|(a?i— a)co85 — (ig— c)co8  6), 
0081^1  =  ±GiM(yi— *)co8  B — (a?! — a)co8(o). 

ist  aber,  wie  man  durch  einfache  Hnitiplication  findet: 

!(aro €l)C08  5  — (io"~^)co8  OiK^Ti  — a)co8S  —  (if  — c)co8d| 

(yo — *)co8d— (otq — a)co8iD|((yi  — ft}co8  6— (J?i-'a)co8o} 
(«o — c)co8»— (yo— *)cö«S|{(ii  — c)co8»  — (yi— 6)co85| 

=        (^^0— o)  («1  — a)  (C08  ©•  +  C08  ö*) 

+  (yo— *)  (yi  -  *)  (cös  5*  +  C08  eF) 

+  («0— c)(ii— c)(co8  Ö*  +ca8a)*) 
—  (a?o  ~  ö)  (yi  — ft)  C08  6co8  (0 

*   ""(*0 — 0)(l|  — C)C08ÖC08  5 

—  (yo  ""  ^)  (  *1  — C)  cos  »C08  c5 
— (yd  ■"  *)  (^1  "~ö)  C08 ID  C08  B 

— (zo— c)(a?i— a)co8  5co8  B 

—  («O"-  C)  (yi  — ^)  008  5  C08  0> 

=s      (a:o  —  a)  {pci  — a)  (co8  Ö*  +  C08  »■  +  coaS*) 
+  (yo—  *)(yi  — *)  (coaö*  +  C08  »■  +  C08  5*) 

+  (lo  —  c)(Zi— C)(C08Ö'+C08»*+C085«) 

—  (^D —  O)  (^1  —  ö)  C08  ö  C08  B 
""  (*0  ""  ö)  (yi  — b)  C08 6C08  ID 

—  (aro— fl)(«i  — c)co8Öco8S 

— (yo  — *)(*!— fl)C08C»C08d 

— (yo — 6)  (yi  —6)  coa  »coa  o 

"■(yo""^)(^  —  C)C08(»C085 

— («0— c)(a:i — a}co8Qco8d 
— (zq  — c)(yi— 6)coac5GoaiD 

—  (^— «)(«!— c)co8S  coa  o 
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E'drehen  streben  würden,  im  Obigen  überall  die  uberen  und  unte- 
ren   2#eichen  auf   einander  bezogen  werden   müssen,    und    dass 
mmn    also    namentlich   auch  nach  24)  mit  Beziehung  der  oberen 
^   «od  unteren  Zeichen  auf  einander  setzen  muss : 


E 


25) 

{(5f0  —  a)  (cos  /Jo  cos  Jd  —  cos  y^  cos  oo) 
+  (yo  ■"  *)  (cos  yo  cos  0  —  cos  u^  cos  ö)  1  •  ^  » 
+  (xo  — c)(cosaocosfl>  —  cos/JoCOS  Ö) 

(:ri  —  a)  (cos/?i  cos  5  —  cos  y^  cos  co) 
p^  =  T  \  +  (3^1  —  6)  (cosyi  cos  ö  —  cos  a^  cos  ü)  (  •  /;  • 
+  ( ii  —  c)  (cos  «i  cos  CO  —  cos  ßi  cos  ö) 

FOr  das  ganze  System  unserer  Kräfte 

haben   wir  daher  die  folgenden  Gleichungen: 

\  26) 

{Xq  —  a)  (cos  /5o  cos  5  —  cos  y^  cos  co) 
Po  =  T  I  +(^0— *)(cosyoCOS  ö— cosoocos  5)  j  •  ^  » 
+  (  ^ — c)  (cos  05  cos  00  —  cos/3o  cos  Ö) 

(a?!  —  a)  (cos  j9|  cos  o  —  cosyi  coso>) 
pj  =  T  \  -f  (yi  — 6)(cosyi  cos  ö  —  cosai  cos  5)  j  •  g"  » 
+  ( ii  —  c)  (cos  «1  cos  (0  —  cos  /?i  cos  B) 

{(jr% — a)(cos/32Cosö  —  cos /«  cos  00) 
+  (y*-*  b)  (cos  y^cos  6  —  cos o^ cos  5)  J  •  ^» 
+  (^ — c) (cos «t cos  00  — cos ßa cos  0) 

{xi — a)  (cos  /5j  cos  c5  —  cos  y^  cos  co) 

1^9  =  T\    +(y8  —  6)(C0Sy8C0S   d— COSOsCOS^)   l'^» 

+  (  *8 — 0  (cosoa  cos  00  —  COS  ß^  cos  ö) 

U.      8*      W. 

in  denen  darchgehends  die  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  ein- 
ander SQ  beziehen  sind»  wenn  man  sich  nur  stets  an  die  aus  dem 
Obigen  bekannten  Voraussetzungen  hält 

Be  iat  dqd: 
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^o{  +(yo 
+  (V 

+  /'»{  +(3(8- 

+  (*8- 


-a)(co8/?o<^osc5 

-C)(C08O^C08(0 

-o)(C08/?|C08C5 
•6)(C08}^|C0S  0 
-C)(C08a|C08(» 

■a)(co8/?aCo8c5 
-6) (cos  y^coB  6 
'  c)  (co8  a^eoa  a 

a)(co8/3jC08  0 
'b)(coay2Coa6 
c)(coBa^cosa 


•COBfoCOBm) 
C08  0^C08S)    I 
— C08/?oC08  6) 

— •C08  7|C08ID) 
— C08a|C08Q)    ? 

—  cos  /?t  cos  6) 
cosy^coBO}) 

—  COSOsCOSQ)    / 

— cos/S^cos  6) 

—  COBy^COBio) 

—  cosc^cosq)  / 

—  COS/SgCOS  ß) 


a.    8.    w. 


+  A 


+/^« 


+A 


-'^o 


-p. 


:ro(co8/3oCosQ 

+  yo(co«yoCos  ö 
4-  Zo(co^<^>co^® 
:r|(co8/?|C08c5 
+  yi(co8yiC08d- 
+  2i(co8aiCOsa>' 

+  ya(co8y2C08  ö- 

+  2f  (C08OsC0S(0- 
J;8(C08/?8C0SO< 

+yj(co8y8Cos  6- 

-f-  1^  (cos  «8  cos  co- 
li.     8.      W. 


-cosj^o^o^®) 
-cosao^osQ) 

-  cos /^o  cos  6) 

-cosyicosflo) 
-cosaiCOSQ) 

'COBßiCOB  6) 

-  COS  y«  cos«) 

>  cos  «2  cos  O) 

cos/J^cos  6) 

cos  /s  cos  (O) 
coscrgCoscS) 

COBß^COBß) 


a(cos/}oC08  0 
-|- 6  (cos /o  cos  d 

4-c(C080oC08(0- 


-C08  /oCOSID) 

-cosaoCOSG)) 
•cosj^ocos^} 


a  (cos  /3|  cos  o — cos  fi  cos  o>) 
-f  6fco8)r|C08  0— costfi  coso) 

-f  c(c08a|C08O— C08/3|  eoBß) 


7J 

■  -  V 
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{a(co8/}9coso~co8yscoso)} 
-f  6  (cos  T^acos  d — cosasCOSQ)  j 
-f  c  (cos  (x^  cos  (0 — cos /^s  cos  0) 

!a(co8/98Cosc3  —  cos ya cos»)  . 
4-  6(co8  fz^oB  6— coscr^coso)  I 
4-  c(cosaj  cos» — cos /?8 cos  d) 

(6cos5— ccos»)(Po<^ö8«o+A<^08«i+PfCos«i+P8Cosa^+....) 
(ecos  ö— acos5)(PoCosßo+'\cos/?i+P^cos/Jt+'^8Cos/J3+....) 

(aco«»--6co8d)(PoCOsyo+'\cosyi+PjjCosy,+P3COsy8+— •) 

/^)  (a^o  cos  ßo — yo  cos  «5) 

+  P,  (oTi  cosft  — yi  cos  «i) 

+  cos5i     +P«(a:,cos/Jt— ytcosoj) 

+  P,  {x^  cos  /^s  — ys  cos  a^) 

a.    s.    w. 

PoCycCos/o  — «oCos/Jo) 

+  A  (yi  cosyi  —  xi  cos  ft) 

+  cosö  ^    +  '^ttytccöy»—  «»cos/5a) 

+ '^(yscosys— ^oosA) 

a.    s.    w. 

Po  («0  cos  Ufo  — dTo  cos  yo) 

+  Pi (xi  cosai  — a?|  cos  yj) 

+cos«^    +Pi(2tC08i%— a^cosy«) 

+  Pg  (;i^C08cr,  —  x^  cosy,) 

a.    8«     w. 


1    in    abkflrzender  Bezeicbnaog  haben  wir   also   die  ^folgende 
eichong : 
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27) 

{x  —  a)  (cos  ß  cos  5  —  cos  y  cos  w) 
2P\   +(y  — 6)(co8ycosö— cosacosS)  > 
-f  (  2  —  c}(cos  a  cos  (0  — cos  ß  cos  d) 

=      (6coso  —  ccosci>)XPco8a 

-f  (c  cos  0  —  acos  o)  £Pcosß 

-h  (a  cos  o  •—  6  cos  6)  £Pco8  y 

H-  cos  5  ZP{x  cosß  — jy  cos  «) 

+  cos  ö  ^P(y  cos  Y  —  tcos/J) 

+  CO«  m2P(i  cos  a  —  x  cos  y). 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kräfte 

'O»    '  l»   *«»   ^8>    *^>    •••• 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  ist  nach  $.  6. 

£Pco8a=iO,    -SPcosß  =  0,    £Pco»Y=0\ 

ZP{x  cos /J  —y  cos  a)  =  0» 

Z/^(yco8y  — 2COS/3)  =0, 

ZP(z  cos  a  —  ^cos  y)  =  0 ; 

also  nach  27),  unabhängig  von  besonderen  Werthen  von  a,  6,  e 
und  6,  a>,  €5,  folglich  für  jede  Axe: 

I(x  —  a)  (cos  ß  cos  c3  —  cos  y  cos  w)  j 
+  (y— 6) (cos  y cos  6 —  cos acos S)  >=0. 
-f  (  z^c)(cosocosa)  — cos/?cosd)  ' 

Es  fragt  sich  nun,  ob  sich  dies  auch  umkehren  Ifisst,  ob  man 
nämlich  behaupten  kann,  dass,  wenn  fiir  jede  Axe 

I(x  —  d)  (cos  ß  cos  5 — cos  y  cos  »)  \ 

+  (y  —  6)  (cos  y  cos  Ö — cosacoscd)  |  =  0 

-f  (z—c) (cos  acos 00 —  cos/? cos 0)  ' 
ist,  die  Kräfte 

■Po  •   *1  >    ••>    ^8  »    «^k  J    •  •  •  • 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Weil  vorausgesetzt  wird,  dass  die  vorstehende  Gleicbang,  abe   j 
nach  27)  die  Gleichung:  ^ 

{ 


=  0, 
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(Jb  cos  c5  --  c  cos  (o)  ZP  cos  a 
-h  (c  cos  0  ^  a  C08  €3)  £Pco»  ß 
+  (fl  cos  (0  —  b  cos  ö)  £Pco»  y 

■f  coso  £P(xcoBß — ycosa) 
+  cos  ö2?P(y  cos  y —  2C0SJ?) 
-f  cos  m  £P(  z  cos  a  ~  j?  cos  j^) 

jede  Axe  oder  unabhängig  von  besonderen  Wertheo  von  a, 
r  und  6,  m,  Q  gilt;  so  wird  diese  Gleichung  auch  gelten,  wenn 
I  a  =0»6  =  0y  c=:0  setzt,  was  nach  dem  Obigen  unmittel- 
za  der  unabhängig  von  besonderen  Werthen  von  6,  a>,  o  gel- 
leo   Cvleichnng: 

cos o  £P{xcosß — ^coso)    \ 
-f  cosd  ^P(^cosy— zcos/?)  [  =  0 
4- cos»  2?P(2cosa — acoBy)  * 

*t.     Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  nach  der  Reihe: 

cosd=  0,  cos  00=  0,  coso=:dbl; 
cos6=db1»  cosa>  =  0,  cosQ  =  0; 
cobB  :=     0,    cos(o=  ±1,     cosQ  =     0; 

i  verstattet  ist,  weil  in  allen  diesen  Fällen,  wie  erforderlich: 

cos  0^  4*  cos  <v'~l-  cos  c3*  =  J 

IhsBt  man  nämlich  die  Axe  nach  und  nach  mit  der  Axe  der  x, 
y  xusararoenfallen  oder  diesen  Axen  parallel  sein;  so  erglebt 
I  aas   der  obigen  Gleichung  nach  und  nach: 

£P(xcosß — ycosa)  =0, 

£P(ycoB  y — scosj^  =  0, 

£P{  zcoso — xcosy)  =  0; 

(    dann  ferner  nach  dem  Obigen  zu  der  unabhängig  von  be- 
deren  V^ertheo  von  a,  b^  c  und  d,  o»,  c5  geltenden  Gleichung: 

(fr  cos  c5 — c  cos  m)  £Pco8  a 
+  (ccos  6 — n  cos  c5)  £PcoBß    |  =  0 
-f-  (acosM— 6cos^)17Pcosy 


c4..  .- 


^  '♦  ?;.-^ 


•      r 
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führt  Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichong,  «ras  offenbar  vetslatl 
isty  nach  der  Reihe: 

a=:0,  ft  =  0,  co8^=:0; 
6=r0>  0  =  0,  co0o>=O; 
c  =  0,    a  =  0,    cosQ  =  0; 

wo  also  besiehoogsweiae: 

cos  cd' -f  cos  0*=:  1, 

cosc5'-f  cos  Ö*  =  1, 

cos  Ö*+cosw*=  1; 

folglich,  natflrlich  ohne  Beziehung  der  oberen  und  onteren  Zeichi 
auf  einander: 

cos»  sn  dbsin ^9 

cosS  :=  Jisin  Qt 

cos  0  =  Jisino 

ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

ccos  C0  ZPcos  a  =  0, 

acosQ  üPcosß  =  O9 

b  cos  0  JSPeos  }^  =  0 
oder: 

csino  ZPcosa  =  0, 

a6ind^Pcos/3  =  0, 

ftsin  mSPcosy  =:  0; 

welche  beziebongsweise  unabhängig  von  besonderen  Werthen  v< 
c,  m;  a,  ^;  b,  6  oder  c,  IS;  a,  $;  b,  m  gelten,  was  oomittelb 
zu  den  Gleichungen: 

£Pco8a  =  0,     2PcoBß=zO,    ZPcosy  =  0 

fSbrt.   Hiernach  Ist  also,  wenn  för  alle  Axen  die  Gleichaog: 

(a?— a)(cosßco8  5 — cosj^cosgo) 
£PI  +(y — b)(coBycoBß — cosacoso)  >  =  0 
+  (s— c)(cosoco6o — cosßoosd) 


r~» 
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SMt  fcidet: 

JSPeoBa  =  0,    £PcoB  ß  =  0,    ZPcoBf  =  0; 

£P{xcoaß — ycoso)  =  0, 
27P(jf  cos  y — 2  cos/S)  =  0, 
^P(2C0s«— a?C08y)  =  ü; 

nd  nach  (.  6.  sind  also  die  Kr&fte 

'0  9  Pl»   *«  »    '^  »    ^4  ,  . . . . 

■•ter  ^nander  im  Gleichgewichte. 

Wir  haben  daher  jetzt  den  folgeodeo  allgemeinen  Satz : 

Die  metliweMdlse Bedingung  fflr  das  Gleichgewicht 
4mt  Kr&rte 

^0»   ■I»    ■  t»   "8»  *^»    •"• 

iat,  dasa  die  Gleichung: 

(j?— o)(co8/?co8€5 — cos  y  cos  o) 
2P\  -f(y  — 6) (cos  7 cos  6— cos a cos ö)  |=sO 

+  (2  —  C)(COSOCOSID  —  C0S/?C0S  ö) 

Ar  Alle  Axen  erfallt  ist 

AwB  den  Gleichnpgen  26)  folgt  ofenbar,  wenn  man  dieselben 
dar  Reihe  mit 

«0»   *  1  »   ■•»   -"S»   '■4»   •••• 

ond  dann  snmmirt»  die  Gleichung: 

(x  —  a)  (cos  /?  cos  o  —  cos  j^cos  m) 
SpPsz^  £^  p\  +(y — 6)  (cos  y  cos  ö— cos  a  cos  5)  >. 

+  (« — c)(cosacos(o — cos/?cosd)    ^  ' 

aber  die  GrOssen 


iH     Ä.      l!i. 
Gs'     C,'     G/ 


aater  einander  gleicb,  und  beseiehnen  wir  den  gemein- 


r 
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£oSififFo=  (^o  —  fl)(cos/JoCosö  — cosy^coflco) 
+  (^0  ~~  W  (cos /o  cos  Ö  —  cos  cto  cos  ö) 
+  (^o  —  ^)  (cos  «o  cos  (I)  —  cos  j3o  cos  Ö) , 

£i  sin  Wi  =  (ar|  —  a)  (cos  j3i  cos  c3  —  cos  yj  cos  co) 
+  {yi  —  b)  (cos  yi  cos  ö  —  cos  «i  cos  S) 
+  («1  —  c)  (cos  a,  cos  0/  —  cos  ßi  cos  Ö) , 

£7^  sin  IFj  =  {x^  —  a)  (cos  /J^  cos  ö  —  cos  yj  cos  co) 
+  (ya  —  b)  (cos  y,  cos  d  —  cos  o^  cos  5) 
+  (xj  —  c)  (cos  «2  cos  o  —  cos  /3a  cos  d) , 

£i  si n  IFj  =  (0:3  —  a)  (cos  ß^  cos  ö  —  cos  ys  cos  o) 
+  (^3  —  6)  (cos  y3  cos  6  —  cos  «3  cos  5) 

+  (13  —  C)  (cos  «8  cos  09  —  cos  ß^  COS  B) , 

u.  s.  w. 

id  nach  dem  Obigen  (S.  255.)  können  wir  also  offenbar  auch  den 
IgeDdeii  allgemeinen  Satz  aussprechen : 

l>ie    nothwendi^e    Bedingung   für   das    Gleichge- 
icht    der   Kräfte 

t,    dass   die  Gleichung 

2;Pi;  sin  H^  =  ü 
r  Alle  Azen  erföllt  ist. 
Nach  26)  haben 

Pq9    P\y    P%*    Pa»    P4>"»* 


•pective  mit 


(j?o — o)  (cos  /5(^  cos  ö  —  cos  yo  cos  w) 
+  (3^0  ""  *)  (cos  yo  cos  6  —  cos  a^cos  5) 
+  (xo  "~  ^)  (cos  «o  cos  (ö  —  cos  /5o  cos  B) , 

(jTj  — 11)  (cos  ßi  cos  5 — cos  fi  cos  ») 
+  (.Vi  —  *)  (cos  yi  cos  B  —  cos  «i  cos  5) 
+  (*i  —  c)  (cos  aj  cos  CD  —  cos  ft  cos  6) , 

(x^  —11)  (cos/?s  cos  c5  —  cos  y^  cos  a) 
+  ( Jfa  ~~  *)  (co«  yt  cos  ö  —  cos  «8  cos  S) 

-f  (x^  — c)(C08a2C08(0  — COS/SsCOSd), 
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ffibrt  Setzt  man  nun  in  dieser  Gieichang,  «ras  offeniiar  vemfalll 
ist,  nach  der  Reibe: 

a  =  0,  b=0,  cos  6  =  0; 
6  =  0>  €  =  0»  cosiDsO; 
c  =  0,    a  =  0,    cosSsO; 

wo  also  besiehangsweise: 

cos  CD*  -f  cos  qS  -•  I  ^ 
cosS'+cosÖ*  =  1, 
cos  Ö*+ cos  »•  =  1 ; 

fotglicb,  natQrlich  ohne  Beziehung  der  oberen  ond  anteren  Zeick 
auf  einander: 

cosio  =:  dbfiin^» 

cosS  :=  J:sin  S, 

cos  $  =  J:siniD 

ist,  so  erhalten  wir  die  Gteichangen: 

ccos  n  £Pco8  a  =  0» 

acoso  £Pco8ß  =  0» 

b  cos  6  £Pcos  y=iO 
oder :  _^ 

csinQ  ^Pcosa  =  0, 

asindi:Pcos/3  =  0, 

bslnmSPcosy  =:  0; 

welche  beziebongsweise  nnabhäogig  von  besonderen  Werthen  v< 
Cf  m;  a,  iS;  b,  $  oder  c^  Q;  a,  6;  b,  m  gelten,  was  anmittelb 
zu  den  Gleichungen: 

J£Pcosa  =  0,     £Pco8ß=:0,    ZPcosy  —  O 

fShrt   Hiernach  Ist  also,  wenn  fBr  alte  Axen  die  Gleichoiig: 

(^—a) (cos/? cos  c5  — cos  y  cos  od) 
£P\  +(y— 6)(cosycos  ö— costtcosö)  >  =  0 
-f  (s—c)(cosoco6»— cos /Joes  0) 
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\8^Mn  Cndet: 

SPcwa  =  0,    2Pco8  /S  =  0,    SPcoay  =  0; 

2P(x  C09  ß — ycoso)  =  0, 
£P(jf  cos  y—zeosß)  =  0, 
£P(xco8a — :rco8y)  =  0; 

«od  Dach  §.  6.  siDd  also  die  KrSfte 

Pq  9     "l  f    P%  f      "g  9      "4  »    .  .  .  . 

■nter  einander  im  Gleichgewichte. 

Wir  haben  daher  jetzt  den  folgenden  allgemeinen  Satz : 

Die  ueiliweBdise Bedingung  fflr  das  Gleichgewicht 
der   Kräfte 

Pq»  P\9   P%t  Pz*  '4*   •••• 


int»  dass  die  Gleichung: 


{ 


(d?— a)(co8j3cos€5 
+(y  —  6)  (cos  y  cos  6- 
4-  (  z — e)  (cos  o  cos  (0 — cos  j3  cos  6) 


cos  y  cos  od) 
cos  o  cos  €5)  I 


=  0 


:    ffir  Aue  Axen  erfflilt  Ist. 

'  ikjam  den  Glelchnjigen  26)  folgt  offenbar»  wenn  man  dieselben 

nach  d^  Reihe  mit 

^0»  «1»  ^1»  'S»  P^f  •••• 
moldplidrt  und  dann  summirt»  die  Gleichung: 


{X- 


a)(cosj3cos€5 

6)  (cos  y  cos  6  • 

c)  (cos  ocos  10  —  cos  ß  cos  6) 


cos  y  cos  09) 
cos  «cos  o)  ? . 


J  2 


Sind  DUO  aber  die  GrQssen 


Vo       Vi        «%       V,        V4 

Cro        Cri         &«        Ug         Cr4 

■ImwitH****  noter  dnander  gleich,  und  beseichnen  wir  den  gemein- 
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ZP(x  cos  jS — y  cos  «)  =  0. 

Nehmen  wir  nun  zuerst  an ,  das  System  befinde  sich  io  Ri 
so  ist: 

ZP(^co8/3— ycosa)  =  0; 

weil   nun  aber  nach  §.  12.  27) : 

{x — a)  (cos  ß  cos  g5  —  cos  /  cos  o») 
SP\  +(y  — 6){cosy  cosö  •— cosacosS)  > 
-f  (z  —  c)  (cos  a  cos  CD  —  cos /I  cos  6) 

z=  {b  cos  Q  —  c  cos  oo)  £PcoB  a 
+  (ccosß  —acos(3)2Pco8ß 
+  (dcosoo — 6cosd)  JSPcosy 

+  coso£P(xco8ß — ycosa) 
+  cos(9'SP(ycos}^— zcos/}) 
-f  cos(o^P(zcoso — xcoay), 

und  für  die  als  Axe  der  z  angenommene  feste  Aze 

a  =  0,    6  =  0;    cos  0  =  0,    cos  »  s  0 
ist;    so  ist  für  die  feste  Axe: 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  o  —  cos  y  cos  co) 
HP<   +(y — 6)(cosyco80 — cosacoso)  >=0, 
+  (z  —  c)  (cos  a  cos  (o  —  cos  ß  cos  6) 

immer  die  feste  Axe  als  Axe  der  z  angenommen. 

Wenn  sich  also  das  System  in  Ruhe  befindet,   so  ist  für 
als  Axe  der  z  angenommene  feste  Axe: 

(x  —  a)  (cos  j5cos  o  —  cos  y  cos  «) 
^P\  +(y — 6) (cos y cos ö— cos a cos ö)  >=0. 
+  (z  —  c)  (cos  a  cos  o>  —  cos  ß  cos  6) 

Umgekehrt  wollen  wir  annehmen»  dass  för  die  als  Axe 
z  angenommene  feste  Axe: 

(x  —  a)  (cos  ß  cos  5 — cos  y  cos  co) 
HPI  +(3f— 6)(cosycos6  — cosacoscS)  >  =  0, 

+  (z  —  C)(C0SIXC0SQ — cos/?cosd) 

also  nach  §.  12.  27) : 


■7% 


^47^-  : 
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(6  cos  eS  —  CC08  oo)  ZP  cos  a 
-f  (cG06^  —  acoBQ)2Pcosß 

-f  {acoBto—bcosQ)ZPQo%y 

>  =0 
-f  eoaidZPixcoaß  —  ycoaa) 

+  coaßüPiycoay  —  zcos/?) 

+  cosiO'^PCxcosa  —  ^rcosy) 

si.     ÜaDii  ist,  weil  ffir  die  als  Axe  der  z  angeaommeDe  feste  Axe: 

a  =  0,  6  =  0;    cos 6  =  0,.  cosco  ==  0,  cos  ö  =  J:  ) 
t: 

üPixcosß-^ycosct)  =  0, 

id  das  System  befindet  sich  folglich  in  Ruhe. 

Wenn  also  für  die  als  Axe  der  z  angenommene  feste  Axe 

1(a: — a)(cosj3co80  — -cosycosoo)  \ 
+(^  —  6)(cosycosö  —  co8acosö)l  =  0 
+  (2  —  c)(cosacosa) — cos/? cos 0)  ) 

X,  so  befindet  sich  das  System  in  Ruhe. 
Dafaer  haben  wir  den  folgenden  Satz: 
Wenn  das  System,  an  welchem  die  Kräfte 

*0»      *l»       ■•«      ^8»       "4,.... 

irken,  um  eine  feste  Axe  drehbar  ist;  so  wird,  wenn 
an    diese  feste  Axe   als  Axe    der  z  annimmt,    der  Zu- 
and    der  Ruhe  des  Systems  dadurckvollständig  be- 
ngt,    dass  ffir  die  feste  Axe  die  Gleichung: 

|(a:  — a)(cos/3co8  5  —  cosycosoo)  . 
+  (y — 6)(cosycosö — cosacoso)    |  =0 
-f  (z~c)  (cos  o  cos  o —cos /I  cos  0)     / 

•ffillt  ist. 

Dass    die   vorhergehende  Bedingungsgleichung   für   den 
and   der  Ruhe  des  Systems  auch  durch  die  Bedingungsgleich. 

£pP  =  0, 
ier  durch  die  Bedinguugsgleichung 

£PE8inW^0, 
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iiisolern  diese  GleichungeD  als  für  die  feste  Aze  gültig  odtr 
füllt  vorausgesetzt  werden,  vollständig  ersetzt  werden  kann, 
hellet  ganz  eben  so  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen. 

Wenn  die  Kräfte 

säinmtlich  in  einer  Ebene  wirken,  welche  um  einen  festen  PubI 
oder  vielmehr  um  eine  durch  diesen  Punkt  gehende,  auf  dl 
Ebene  senkrecht  stehende  Axe  drehbar  ist;    so  ist: 

also  : 

sin  Wo  =  «in  FF,  =  sin  W^  =  sin  H'j  =  ....  =  1 , 

und  die  kürzesten  Entfernungen 

^o>     ^l*     ^4>     ^8»     £»4».... 

sind    die    von    dem    festen   Punkte   auf   die   Kichtungslinieu 
Kräfte   gefüllten  Perpendikel.     Die  absoluten  Werthe  der  Proj 
ctionen  von  • 

auf  den  Richtungslinien  der  Kräfte  sind  in  diesem  Falle  offenl 

^0  »     ^1  >     ^Ä  »     ^3  »     ^4 »     •  •  •  • 

selbst,  die  Projectionen  werden  aber  als  positiv  oder  negativ  bt* 
trachtet,  jenachdem  sie  auf  den  wirklichen  Richtungen  der  Kräfte - 
oder  auf  den  direct  entgegengesetzten  Richtungen  liegen,  und 

^0»      ^l'      ^a>      ^3»      -^4»     •••• 

werden  mit  den  Projectionen  sämmtlich  von  gleichen  Vorzeicheo, 
die  Kräfte  selbst  werden  aber  sämmtlich  als  positiv  betrachtet. 
Die  ßedingungsgleichung  für  den  Zustand  der  Ruhe  des  Sy- 
stems ist  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen: 

2PE  =:  0. 

Man  siebt  nun  aber  leicht,    dass   es  genügt,    die  kürzesten 
Entfernungen 

£0,    Eiy    £2$    E^t    E^,    ....  , 

und  folglich  auch  die  Prodocte 

PqEq,    P\Eif    P^E^t    Pb^z*    #^4 £4, ... . 

als   positiv  oder  negativ  zu  betrachten,  jenachdem  die  eiitspr»- 
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{Xi  —  otq)  (co8  ßi  COS  y„  —  cos  yi  cos  /><>) 
'^  I  +  (^1  —  yo)  (cös  n  cos  «0  -  cös  «i  cos  yo)   | 
+  (*i  — - ^)  (cos«!  cos/^o  —  cos/?|  cosa^) 

(x^  —  a:©)  (cos  ß^  cos  yo  —  cos  y^  cos  /S^) 
+  ^«  I  +  (y« — yo)  (cos  ya  cos  «0  —  cos  o^cos  yo)   \ 

+  (^2  -~  *o)  (cos  a^  cos  ßo  —  cos  ß^  cos  Uq) 

(or,  —  aro)  (cos  ft  cos  y© — cos  y,  cos/Sq) 
+  A  I  +  (^3  — ^o)  (cos  ys  cos  «o— cos  a,  cos  y©)  | 
+  (^8  —  *o)  (cos  CK,  cos  /3o— cos  /J,  cos  tto) 


=  0, 


(Xo  ~  o?! )  (cos  j3o  cos  y,  —  cos  y©  cos  ft ) 
/'ol   +(yo-yi)(co8yoCos«|— cosoocosyi)  I 
+  (zq — ti)(cosaocos/9|  — cos/^ocosai) 


(«« 

+  ^•1  +(y«- 
+  (H 


d:i)(cos/?j|Cosyi 

yiXcosy^cosixi 

Z| )  (cos  a^  cos  /?!  —  cos  ß2  cos  a| ) 


cosy«co8/3|) 
coso^cosyi)  > 


( jTa  -"  ^i )  (cos  ^8  cos  Yi  —  cosy,  cos  /?| ) 
+  /^|  +(^8— yi)(co8y8C08«i— cosogcosyi)  I 
+  (Z3  —  Zi)  (cos  «8  cos  ft — cos  ß^  cos  «1 ) 


=  0, 


(oTo  —  ÄTft)  (cos  ^0  cos  Y2  "  COS  yo  cos  ß^) 
Pol  +  (yo — y«)  (cos  yo  cos  aj—  cos  a«  cos  y,)  | 
+  («o  —  ««)  (cos  Oo  cos  j3a — cos  /Jo  cos  «») 

( jTi  — a:a)(co8  /?!  cos  y» — cos  yg  cos  ß^) 
+  Pi{  +(yi— y2)(co8yiC08aÄ— co8«iCosy«)    | 
+  (*i  ~"  ia)(cosaiC08/3j — cos  ftcos  a^) 

(x^—x^  (cos  ft  cos  ys— cos  ya  cos  ß^ 
+  Pg|  +(y8— yaXcosygCosOft— cosojcosy,)    |     . 

+  (H— «ft)  (cos  «8  CO8  /^t  —  cos  /^  cos  Og)  ' 


=  0, 
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im 


+  (Jo  —  2j)  (C08  «0  cos  /3g  —  C08  ß^  COS  «g 


+  (v 


arg)  (cos  ^1  cos  yg  —  cos  yj  cos  /3g 
'  ^s)  (cos  yi  cos  ttg  —  cos  «i  cos  yg 

Zg)  (cos  Cf|  cos  /3g  —  cos  ßi  cos  Og 


(o:^— OTg)  (co8/3gCosyg  —  cos  y^cos/^ 

-f  |>^|  +(jfs— yg)(cosygCosag~  cosogcosyg 

+  (H^H)  (cos  Og  cos/Sg  —  cos^cosog 

so  y   wenn  man  der  KGrze  wegen : 


!l 


!  = 


0; 


Ot 


=  { 


Ot 


={ 


1) 

(oTo  — a:,)(cos/3ocosyi 
+  (3fo  —  yi )  (cos  yo  cos  «i 

+  (*0"^2l)(c08  0oCOS/5, 

(jTo — jr»)  (cos  /3o  cos  y« 

+  (yo — .y«)  (CO«  yo  cos  oa 
+  («0  —  H)  (cos  «o  COS  |3j  ■ 


■cosyoCos/3|) 
-cosoocosyi)  > , 
cos/3oCosa|) 

•cosyocosj^g) 
cosffocosyg)  > , 

cos  ß^  cos  Og) 


OS 


=1 


•  ^g)  (cos  j3ü  cos  yg — cos  y^  cos  /3g) 
-y3)(c'>syoCOsa8 
Zg)(cosaocos/3g- 

•  JT«)  (cos /3i  co!9  y^ 

1^1%  =  1  +  (yi  — y«)(c«»yi  cosog 

2g)  (cos  «1  COS  /3g  —  cos  /3|  cos  ffg) 


_  i 


+  («0- 


cnso^cosyg)  J , 
cos  |3o  cos  Og) 

cos  yi  cos /3g) 
cosajcosyg)  >  , 


+  (*i- 


(xi  —  arg)  (cos  /3,  cos  y, 

/>„  =1  +  (yi  — ys)  (cos  yi  cos  «g  - 

+  (^^i  —  H)  (cos  «I  cos  /3g  - 

(arg — a:g)  (cos  /3g  cos  yg 

/Vi  =  I  +(y«— ysXcoeygCosog 

+  (*i-«8)(co«agCos/3g- 

Bf 9   die  GleiehaDgeo: 


>GosyiCos/3g) 
•cosoicosyg)  > , 

cos  ßi  cos  ftg) 

-cos  yg  cos /3g) 
-cosogcosyg)  > 
cos /3g  cos  Og) 


UL 


«; 


k, 
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2) 

P,  P„,   +  f»,  Po«  +  ''s  '»Ol  =  0, 

PoP^x  +P*Pi*  +  P,Pi,=0, 
PoPia  +  PiPi»+PnPn=0; 

f 

oder  die  Gleichungen: 

3) 

PoPt  Pol  +  A'o^Ä  P^  +  PoP^Poz^O. 
PoPiPoi  +  /^i  /\P.«  +  f^l  /^3A^,8  =  0, 
PoP%Pi^+PiP^Pi^  +  /^«/^a^ts  =0, 
^o/'a/'os  +  Pi  Pz PiB  +  PaA's ^«  =  0; 

oder,  wenn 

•'^oi  =  '\)  ^i  'oi  > 

-"oa  =  ^0  "a 'o«* 

-V  j     ^03  =  PqPzPqz* 

J7,2  =  P,  P2  P|2, 

^w  =  P2  Pz  P^z 

gesetzt  wird: 

6) 

(1) «Ol  +  Hot  +  Ho,  =  0, 

(2) Hol  +  il„  +  /7„  =  0, 

(3) Uoa  +  //„  +  J2„  =  0, 

(4) J7o8  +  iT„  +  J/„  =  0. 

Aus  (1).  (4)  und  (2),  (3)  erhält  man: 

not  +  i3oa='ria+  ^m. 

also  durch  Addition: 

2J7o,  +  n«  +  i^i«  =2i2„  +  JT,3  +  iZoa, 
folglich : 


Au  (1),  (2)  oDd  (3),  (4)  erbfilt  man: 


» 


I«  J 
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so  durch  Addition: 

2^01   +  ^03    +  ^12  =  2/7|,   +  77,2    +  ^03  . 

Iglirh : 

Aus  (1),  (3)  and  (2).  (4)  erhält  man: 

^01    +^03  =  ^1«   +^18. 

CO  durch  Sobtraction: 

"''03  —  ^\^  =^  ^if  —  ^^3  • 
Iglich  : 

2/7^3  =  277^^,    n^^:=n,^. 
Daher  haben  wir  jetzt  die  drei  fols^enden  Gleichungen: 
/7qj  =  77^,     77q2  =  -"13»     ■'^os  '^  ^1«? 
bo  nach  4)  die  Gleichungen: 

6) 

((!)) PoP,Pox  =  P*P,P^, 

((?)) Pi>P^Pn  =  PxP»Pii. 

((3)) PoPzP(»^  PiP*Pi%- 

Darch  MuUiplication  der  Gleicbaogen 

((1))((2)),    ((2))  «3)),    ((3))((1)) 

id    darch    Bflaltiplication    derselben    Gleicbangen    iiber's    Kreuz 
bilt    mao : 

7) 
Pt*PoiPu-Pi*P<»Pf„ 

P%*P»Px%=^Pt*PnPlM, 

gUeh  sH: 
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/>  a n  <i>^(yfitt  p  ^  MM  MMt  ^a» 

p  •  _  / 1  •  ^01  ^08  p  gl ^^01  ^08^8 

•^2     —  "^O    DD      —  'O     D      D      D     * 

P  a P  «^L0>*  D  •  ^01  "og  ^I»  . 

*  8     —  «0    DD       —   'O     D      D      D      * 

uod  man  kann  also,    wenn  k  eine  gewisse  Constante   bezeichne 
offenbar : 

8) 

Pt*  =  kP„Po,Pt,. 
P**  =  APoiPo»Pi: 
P,^-AP„,PnPiz', 

oder,    weil  nach  I),    wie  man  sogleich  Qbemeht: 

Pt»  =  P»i  f    Pat  ^  ''so«    Po%  =^  P91U 

gesetzt  irerden  kann; 

8*) 

Po*  =  Ar  P12  Pq3  Pai  • 
Pi  =  Ä  Pi|3  Pso  Pin » 
P»*  =  ^  Pso  Pol  Pia  » 

P3*  =  ^Poi  P12P20 
setzen. 

Aus  8)  erhält  man  durch  Multiplication: 

9) 
P„«P,«/',«P,«  =  k*Po^*P^^P„,*P^^*P„*P„*. 

Ferner  erhält  man  aus  6)  und  8): 

10) 

/'«»A  Voi»  =  P^^P,*P*>^  -  k^P,,i^P,^P^PuPi,P„*, 

Po*P^*P^*  =  Pi*P,*Pi,*  =  A*Por  P^'PoiPttPt»*P,>, 

Po*P,*P<a*  =  Pi^Pi'PxJ'  Ä  A*P»iP«,Pci*Pit'Pi,Pn ; 

oder: 

Po*Pi*Poi*  =  P**P»*P«* 

=  ^^Poi  PoaPo8Pi2Pi8  P28  •  Pol  P28 » 
Po*Pz*Pm*  =  Px^Pt*Px^* 
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•o,  weoD  niao: 

Itxt: 

12) 

P^*Px*P^*  =  P**P**P^*  =  Ä/*o,  f M  , 
Po*P**Po^  =  Px*Pt*Pxt*  =  «/»o.  As .     ' 
Po*P,^Pm^  =  Pi*P**Pi**  =  «/»cPu- 
Bezeichnet  hud  die  absoiaten  Werthe  der  GrSssen: 

A»    °01f    "oit    "o3»  Pt%t  Put   Pn 

■reb 

(Ä).  (Pol).  (Pot).  Cos).  (/*«).  Cis).  (Pn)i 
t  i»t  oacb  12): 

13) 

PoPlPol  =  ±VTlÖ.V(Poi)(/*2.). 

^o/'.iVi  =  ±V1ä).V(Po.)(A.). 
'\)/*i/'o.  =  ±  VT«) .  V  (/'o,)(P„). 

'*ii'>'*«  =  ±V(Ä).V(/»o,)(P.,). 

/>jP,p„  =  ±VT^.  V  (P(«)(P»). 

/*•/»•/*«  =  ±V7«).V(Poi)(Pm)- 
Wenn  man  nur,  was  oatiirlich  verstattet  ist,  die  Winkel 

^  ßo»  rof  «1»  ßu  Yi ;  «2»  ßt'  y«;   «s»  fe.  ys 

n  wirklichen  RichtaDgen  der  Kräfte  entsprechen  lässt,  so  sind 
le  Krftfte  positiv ,  und  in  den  vorstehenden  Gleichungen  sind 
uiD  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  zu  nehmen,  jenachdem 
»iehunga weise  die  Grossen 

^01»    pQlti    '^)3»    At»    '^IS»    ^«8 

isitir  oder  negativ  sind. 

AmB  3)  und*  13)  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

TlisU  Xl-VIe  19 
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r 

14) 

±V(/'„,)(P«)±V(A'o»)(/'i«)±V"(Poi)('*as)  =  0; 

in  denen  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  j 
nachdem  beziehungsweise  die  Grossen: 

^01»      -^12*      '^ISJ 

^0»»    ^la»     ^Äs5 

positiv  oder  negativ   sind.    Man  kann  die  Gleichungen  14)  aa 
auf  folgende  Weise  schreiben: 

15) 
±\^(/>io)(^«»)±V(P„)(/'o8)±V(P„)(/»o.)  =  0, 

iVÖfVK/WdbV  (/'m)(P,«)±V(/'m)('*oi)  =  0. 

±  V  (/'«o)(/'i^±v'(^ör^)±^(?wrnr) = o; 

wo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jeoachd< 
beziehungsweise  die  Grössen: 


Pol» 

^oa* 

/*(«; 

^10» 

Pit. 

''is: 

^ao> 

'ai* 

/*«.; 

^80» 

p,i. 

'».2 

positiv  oder  negativ  sind. 

Die   Bildungsweise   der    Gleichungen   15)  unterliegt    keln< 
Zweifel,  und  der  Zusammenhang  der  Grössen 

^01»  ^oa>  "oz9  ^ia>  ^la»  ^a» 

mit  den  kürzesten  Entfernungen  der  Richtungslinien  der  Kril 
und  den  von  denselben  eingeschlossenen  Winkeln  ist  aus  iiiis«ri 
früheren  Entwlckelungen  bekannt,   aus   denen   sich    aucli    tele 
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iere  Regeln  wie  die  obigen  zur  Bestimmung  der  Vorzeicheo 
den  Gleichungen  15)  ableiten  lassen  würden,  was  wir  fuglich 
m  sich  f^r  diesen  Gegenstand  interessirenden  Leser  überlassen 
ioncD  ;  fQr  die  Statik  im  Allgemeinen  ist  derselbe  von  keiner  beson- 
dren Bedeutung,  so  merkwürdig  auch  jedenfalls  die  vorher  ent- 
ikkelteo»  schon  anderweitig  betkannten,  Relationen,  die  sich  also  aus 
Kineo  In  dieser  Abhandlung  bewiesenen  allgemeinen,  für  jede  be- 
Mige  Anzahl  von  Kräften  geltenden  Gleichungen  ableiten  lassen, 
jiid,  und  über  die  man  u.  A.auch  einen  Aufsatz  von  £.  D'Ovidio 
^„Gioroale  dl  Matematiche  ad  uso  degli  studenti 
iielle  I7niversitä  Italiane,  pubblicato  per  cura  del 
rrofessore  Battaglini.  Anno  IV.  Gennaio  e  Febbraio 
1866.  p.  58."  nachsehen  kann.  Erinnern  mag  man  sich  hier  auch 
web  ao  den  von  mir  im  „Archiv.  Tbl.  XLV.  S.  66.'<  bewiese- 
ifffl  Satz  vom  Tetraeder,  der,  so  viel  ich  weiss,  ursprünglich  von 
/hasles  herrührt,  was  a.  a.  O.  nicht  bemerkt  worden  ist. 
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XIV. 

Der  Mittelpunkt   oder    das    Centrum    beliebig    vieler 
auf  beliebige  Weise  in    einer    und    derselben   Ebene 

wirkender  Kräfte. 

VOD 

dem  Heraasgeber. 


Wir  wollen  zuerst  nur  eine  im  Anfange  der  Coordinaten  0 
und  in  der  Ebene  der  a-y,  in  welcher  wir  uns  überhaupt  alle  unsere 
folgenden  Constructionen  ausgeführt  denken,  auf  welche  sich  allt.' 
unsere  folgenden  Betrachtungen  allein  bezieben  werden,  wirkeodt*: 
Kraft  betrachten,  die  im  Allgemeinen  durch  Px  bezeichnet  werdet 
mag;  den  von  dem  positiven  Theile  der  Richtungslinie  dieser  Kraft 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen  Winkd»  . 
indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Aze  dar 
X  an  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin,  oder  durck 
den  Coordinatenwinkel  (xy)  hindurch,  von  0  bis  360^  zählen,  bd* 
zeichnen  wir  durch  ox*     Durch  Drehung  des  positiven  Theils  der 
Richtungslinie  der  Kraft  Px  um  den  Anfang  der  Coordinaten  0» 
die  wir  uns  der  Einfachheit  wegen,  und  um  die  Begriffe  zu  finreSi 
immer  in  dem  Sinne  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  ai  i 
nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  y  hin  oder  durch  den  Coa^  , 
dinatenwinkel  {xy)  hindurch  vor  sich  gehend  denken,   um  eiMi 
Winkel  6,   den  wir  jedoch,   was  völlig  hinreicht,  der  Einfachheit- 1 
wegen  nicht  gr5sser  als  360^  annehmen,  lassen  wir  nun  den  pe>  \ 
sitiven  Theil  der  Richtung.slinie  der  Kraft  Px  in  eine  andere  Lige 
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3)  .    .    .    .     «a'  — aA  =  Ö  oder  aA'  —  aA  =  6—3600, 

jenachdem  bei  dieser  Drehung  ein  Durchgang  des  positiveo  Tl 
der  Richtungslinie  der  Kraft  Pi  durch  den  positiven  Theif 
Axe  der  x  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  hat. 

Bezeichnen  wir  nun  durch   m  überhaupt  eine  ganze  Zahl 
ist  nach  1)  und  3)  offenbar  : 

4) («x'  -  «x)  +  («i'— «A)  =  26  +  m  .360«, 

oder: 

5).    .    .    .    it(«x'-«x)+(«A'-aA)l  =  6+m.l80«, 

wo  m  ^ine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist,  jenacbden 
die  positiven  Theile  der  Richtungsiinien  der  beiden  Kräfti 
und  Px  Durchgänge  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  d 
nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben;  oder  für  die 
der  beiden  Kräfte  Icein  Durchgang  des  positiven  Theils  der  1 
tungslinie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang  des  positiven  T 
der  Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  derjri 
gefunden  hat. 

Nach  ])  und  3)  sind  die  folgenden  Zusammenstellungen  mug 

«x'  — «x  =  6,  «a'  — «a  =  6; 

ax'  — «x  =  6,  CLX'^ctx  =  6— 360^; 

«x'-ax  =  6-360«,     aA'-«A=e; 

«/  -  «x  =  6—360«,    «a'  -  «A  =  6-  360«; 

und  es  kann  also  beziehungsweise  sein: 

(öx'  —  «x)  —  («a'  —  «a)  =  0 , 
(ax'— «x)— («A'-ttA)  =  +360«. 
(«x'  -  «x)  -  («a'  -  «a)  =  -  360« . 
(ax' —  «x)  — («a' —  «a)  =  0; 


also 


ax'— orx  =  aA'  — «A, 
«^'-a,  =  aA'-«A±360«; 


folglich : 


«x'  +  aA  =  «x  +  ttA', 

«/  +  aA  =  «x  +  aA'±360«; 

und  daher  allgemein  mit  Rucksicht  auf  1)  und  3): 
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also  : 


4t(«A-ax)  +  («x'-«x')l  =  (ft/*A)+n.l80ö. 


wo  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahi  ist,  jenachdem  flir 
positiven  Theiie  der  Richtungslinien  der  beiden  Kr&fte  Pk 
Px  Durchgänge  durch  den  positiven  Theii  der  Axe  der  m 
Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben;  oder  für  die  eine 
beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven  Theils  der  Ricbtni 
linie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang  des  positiven  Theils 
Richtungslinie  durch   den  positiven  Theil  der   Axe  der  x 
gefunden  hat. 

Wenn  ox  >  ax  ist,  so  ist  ganz  eben  so  und  mit  denselben  Be*] 
dingungen  riicksichtlich  der  ganzen  Zahl  n': 


(«x-aA)  +  («x'-«a')  =  2(PAPx)+n'.360«. 


also: 


4t(«*-«A)  +  («x'-  «aO)  =  (PxPm)  +  n'.  180«>; 
da  aber  nach  2): 

(PAPx):=360O-l(ft/>i) 

ist,  so  ist: 

(«x-aA)   I  («x'-«A')  =  (n'+2).36ÜO-2(PxPA), 
also: 

4t(ax-«A)  +  (ax'-«A')l  =  (»'  +  2).180»>-(PxPa); 
folglich : 

(«A-ax)  +  («a'-«/)  =  2(PxPA)-(n'  +:2)!.360« 


und : 


4t(«A-«x)  +  («a'— «x')l  =  (^xPa)  -  (n'  +  2).  180^, 


u'o  n'-f2  eine  gerade  oder   eine  ungerade  Zahl  ist,    jenachdea  | 
für  die  positiven  Theiie  der  Richtungslioien  der  beideo  KrSftei  | 
Px  und  Px  Durchgänge  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der 
X  nicht  Statt  gefunden   oder  Statt  gefunden  haben ;  oder  för  die  j 
eine  der  beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven  Theils  der 
Richtungslinie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang  des  positives 
Theils  der  Richtungslinie  durch  den  positiven  Theil  der  Axe  der 
X  Statt  gefunden  hat. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,    dass  in  den  beiden  so  eben 
trachteten  Fällen: 

8)  .  .  .  .   (ai  -ax)  +"(«A'-ax')  =  2(/\Pa)  +  n.SflO«, 


^  J,      t.- 
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tst  werden  kaDD^  wo  n  eine  gerade  oder  eine  ongerade  Zahl 
;,  jenachdem  för  die  positiven  Tbeile  der  Richtangsiinien  der 
leiden  Kräfte  Px  nnd  Pi  Durchgänge  durch  den  positiven  Theil 
Axe  der  z  nicht  Statt  gefunden  oder  Statt  gefunden  haben; 
Rfr  die  eine  der  beiden  Kräfte  kein  Durchgang  des  positiven 
^Tbeile  der  Richtungslinie,  für  die  andere  Kraft  ein  Durchgang 
positiven  Theiis  der  Richtungsiinie  durch  den  positiven  Theil 
4er  Axe  der  x  Statt  gefunden  hat. 

Nach  5)  und  9)  ist  nun  in  völliger  Allgemeinheit: 

r  il(«x'-ax)  +  («A'-«A)l  =  Ö  +  iii.l80o, 
*^^""{  4t(«A-«x)  +  (aA'-«x')l=(/^xPA)+n.l80«; 

wo  m  und  n  gleichzeitig  gerade  und  ungerade  Zahlen  sind. 

Also  ist: 


II) 

■ad: 
12). 


{ 


8in4t(ax'-ax)  +  («a'-«a)I  =  (-D'-sinÖ, 
costKttx'— flfx)  +  (aA'— aA)i  =  (-1)"»C08Ö; 

sin4|(«A-«x)  +  («A'-«x')l  =  (-l)"sin(PxPA), 
cos4{(«A-ax)  +  («A'-«x')l  =  (-1)»co8(P,Pa). 


Wir  wollen  nun  noch  einige  Relationen  entwickeln ,    von  de« 
Den  wir  im  Folgenden  Gebrauch  machen  werden. 

Es  ist: 

sin(ax'— «a)  +  sin(aA'— «x) 

=  2  sin  4 1  («x'  —  äa)  +  («a'—  «x)  I  cos  4  { («x' — «a)  —  («a'— «x)  I 

=  28in4l(ax'— «x)  +  («A'-«A)|co8  4t(aA— «x)  +  («a'— «x')l. 

cos(orx' — «a)  +  C08(aA'— «x) 

=  2  cos  4 1  («x'—  «a)  +  («a'—  «x)  }  cos  4 1  («x'—  «a)  —  («a'— «x)  I 

I 

\ 

==  2  cos  4 1  («x'—  «x)  +  («a'  —  «a)  }  cos  4  { («A  —  «x)  +  («a'— «xO  I ; 
Mglich  nach  11)  und  12): 

tin(ax'— «A)  +  8in(aA'— «x)  =  2(-l)"«+«sinöcos(PxPA), 
co8(«x'— «a)  +  cos  («a'— «x)  =  2(— l)«+«cosdcos  (Px  Pa)  ; 
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also^  weil  m  \  n  nach  dem  Obigen  jedenfalls  eine  gerade  Zahl 

13) 
sin  («/  —  «;.)  +  sin  («a'—  a*)  =  2  sin  öcos  (Px  P;.), 
cos  (äx'— ax)  f  cos  («a'— «x)  =  2co8  öcos(PxPa). 
Ferner  ist: 

2  (sin  «x'  cos  «A  — sin  «x  cos  «a') 
=  sin  («x'  +  «a)  +  sin  (ax'—  «a)  —  sin  («x  +  «a')  —  sin  («x — «a')» 
also  nach  7): 

2  (sin  «x'  cos  äa — sin  Cx  cos  «a') 
=  si  n  (ttx'—  «a) — 81  n  («x  —  «a') 

=  2sin  i  I  («x'—  «a;  —  («x  -  «a')  I  cos  i  I  (cfx'—  «a)  +  («x  —  «a')  I 
=  2sinij(ax'— «x)  +  («/  — aA)|co8i{(aA— «x)  +  («a'— «xOI; 

2  (cos  «x'  cos  «A  —  cos  «x  cos  «a') 
=  cos(ax'  +  «a)  +  cos(ax'— «a)  — cos(ax+aAO  — cos(ax — «a'), 

also  nach  7): 

2  (cos  ttx'  cos  «A  —  cos  «x  cos  «a' ) 
=      cos  (ax'  —  «a)  —  cos  («x  —  «a') 
=  — 2  sin  i  { (cfx'—  «a)— («x  -  «a')  I  sin  \  \W  -  «a)  +  (ax—  «a')  I 

=      2sini|(ax'— «x)  +  («a'— «A)l8inil(aA-«x)  +(aA'— «xOI; 
folglich  nach  11)  und  12): 

sinox'cosaA — sinaxCOsaA'  =  (— l)"'+''si«ÖC08(PxPA), 
cos  «x'  cos  «A — cos  «x  cos  «a'  =  ( -^  1 )  "■ + "  sin  ö  sin  (Px  Pa)  ; 

also  wie  vorher: 

14) 

sinttx'cosoA — sinaxCosaA'  =  sinöcos(Px  PA)f 
cos  «x'  cos  «A  —  cos  «X  cos  «a'  =  si  n  ö  sin  (Px  Pa). 
Auf  ähnliche  Art  ist: 

2  (sin  aj  sin  aA — sin  ax  sin  aA') 
=  cos  {aj — aA)  —  cos  (aj  +  aA)  —  cos  (ax  —  «aO  +  cos  (ax  +  äa')  • 
also  nach  7): 
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2  (sin  au  sin  ax —  sin  «x  sin  «a') 
=       cos  (ofx'  —  «;.)—  cos  («x  —  «;/) 

=  — 2«in  4l(ax'— «A)  — («X  — «;/)!sini!(ax'— «A)  +  («x  -  «;/)} 
=      2  sin  i !  (ax'— ßx)  +  («a'—  «A)  1  sin  i  |  («a  —  «x)  +  («a'— «x')  I ; 

2  (cos  «x'  sin  «A  —  cos  «x  sin  «a') 

=  sin(ax'  +  «a)— sin(ax'  — «a)— 8in(ax+aA')  +  sin(ax  — «a'), 
also  nach  7): 

2(cosax'sincrA — cos  «x  sin  «a') 
=      8in(ax— «a')  — 8"n(«x'— oa) 

=      2  sin  i  l  («x  —  oa')  —  (ax'—  «a)  I  cos  i  («x — «a')  +  («x'— «A )  I 
=  —  28in  J  ( (flfx'—  «x)  +  («a'-«a  )  1  cos  4 1  («A  —  «x)  +  («a'  -  «x')  I ; 

folglich  nach  11)  and  12): 

sinffx'sinaA  — sincfxsinaA^  =       ( — 1  )"»+*»  sin  6  sin  (Px/^A), 
cosax'sincKA — cos  «x  sin  «a'  =  —  (— l)'"  +  "sin0cos(Px/^A); 

also  H-ie  vorher  : 

15) 

sin  ttx'  «in  aA — sin  «x  »in  «a'  =      ßin  0 sin  (Px  P)) , 
costfx'sinaA — coscfxsinaA'  =  — sinöcos(PxPA). 

Aas  der  ersten  der  Gleichungen  7)  folgt: 
sincfx'cosaA  +  cos  «x' sin  «a  =  sin  «x  cos  «a'  +  cos  «x  sin  «a', 
also : 


I 


sin  ax  cos  «A — sin  Ox  cos  «a'  =  —  (cos  «x'  sin  ax  —  cos  ax  sin  ax') ; 
Qod  aas  der  zweiten  der  Gleichungen  7)  folgt: 

cosa/cosffA — sinax'sincrA  =  cosajfCOsaA' — sincrxsinaA'), 
also  : 

COS  ax  cos  ax  —  cos  ax  cos  «a'  =  sin  ax  sin  a  —  sin  «x  sin  ax' ; 

welche  Resultate  mit  den  aus  14)  und  15)  durch  Gleichsetzung  der 
betreffenden  Werthe  sich  ergebenden  Gleichungen  übereinstimmen. 


§.  2. 
Wir  wollen  jetzt  ein  beliebiges  System  sämmtlich  in  einer 


'.  »• 
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Ebene,  die  wir  zugleich  als  Ebene  der  xy  annehmen,  ai  i 
durch  die  Coordinaten 

^o»  3^0»    ^\9  y\\    ^*2»  y%\    ^%9  Vz'i    ^4»  S'45  •••• 
bestimmten  Punkten  wirkender  Kräfte 

betrachten,  und  bezeichnen  die  von  den  positiven  Theilen  < 
Richtun^slinien  dieser  Kräfte  mit  dem  positiven  Theile  der  h 
der  X  eingeschlossenen  Winkel,  indem  wir  diese  Winkel  von  d 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Th< 
der  Axe  der  y  hin  oder  durch  den  Coordinatenwinkel  {xy)  h 
durch  von  0  bis  360^  zählen,  beziehangsvieise  durch 

^*    •'l »   *^»    ^8»   ^4*    •••• 

Wir  nehmen  an,  dass  es  för  diese  Kräfte  eine  nicht  1 
schwindende  Resultirende  gebe,  welches  bekanntlich  der  I 
ist,  wenn  die  Grossen  L  und  M  nicht  zugleich  verschwind 
oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die  Grosse  L^  -|-  ^*  nicht  v 
sehwindet.     Weil  bekanntlich: 

1) 

L  =  Pf^COSCLf^  +  PiCOS«!  +  /^COSOg-f  P^cosa^-\- , 

üf  =  PoSincfo  +  Pisin«!  +  P^sina^-\  P^sxwu^  +  .... 
ist,  so  ist  offenbar: 

L«+il#«=PoH  Pi^  +  P%^  +  Pi"  +  ^4*  +  .-.. 

+  '2 Po  Pi  (cos  «0  cos  «i  +  sin  a^  sin  «j ) 
4  2Po  P^  (cos  «0  cos  o^  -t"  s'iD  ^'o  ^^^  ^ 
+  2  Po  ^3  (cos  «0  cos  «8  +  sin  «0  ß'>n  «3) 
•f-  2Po  P4  (cos  «0  cos  «4  -f  8>D  <^  sin  04) 

u.  s.  w. 
-f  2Pi  P2  (cos  a|  cos  a^  -|~  s'm  ^^i  8'>n  ^) 
•f  2P|  P3  (cos  tti  cos  «3  -|-  sin  o^  sin  cxg) 
+  2Pi  P4  (cos  «1  cos  of4  -|-  sin  «^  sin  «4) 

u.   8.  w. 
-f  2P2  P3  (cos  »2  cos  03  -|-  sin  o^  sin  er,) 
-f  2P2  P4  (cos  ^2  cos  «4  -f  sin  o^  sin  «4) 

u.  s.  w. 
-f  2P3  P4  (cos  03  cos  «4  -f  sin  1x3  sin  0^) 

u.  s.  w., 

u.  s.  w. 
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beziehungsweise  das  erste  und  das  zweite  System  oenneii, 
werden  alle  auf  das  zweite  System  bezOglicheii  Grossen  mit  di 
selben  Buchstaben    wie    die  entsprechenden  Grossen    des  ersi 
Systems,    zur  Unterscheidung  jedoch   mit  oberen   Accenteo  ffi 
sehen,     insofern    überhaupt    eine    solche   ünterscbeidang   nuthig- 
ist,  bezeichnen. 

Weil  nun  mit  Anwendung  dieser  Bezeichnung: 

3) 
V  =  Po  cos  «o'  +  /^cosai'+  /^cosojj' +  P8C08e^'  +  — , 

M'  =  Pi^smof^'  +  P|Sinft|'  +  /^asinaj'  +  P^sinci^'  + 

ist,  so  ist  ganz  wie  vorher: 

4).    .    .    .  L'2+^'« 

+  2^0/^1  C08(Po^l)  +  2Po/^|COS(Po/'2)+2Pü^8COS(/>oP,) 

+  2Po/*4COS(Po^4)+  ••• 

+  2P,  P^co6(P,  Pi)  +  2P^  PsCosCPift) 

{•'2PlP^C0B(PiP^+... 
+  2P.P8  C08(P^P8)+2P.P4COS(P.P4)+- 

+  2P8^4COS(P8/^)+- 


u.   s.  w. 


also  nach  2): 


L«  +  ilfa  =  L'«+^'« 


und  weil  nun  nach  dem  Obigen  L^-^-M^  nicht  verschwindet,  s« 
verschwindet  auch  U^-\-M'*  nicht;  so  wie  nach  der  Voraos' 
Setzung  für  das  erste  System,  giebt  es  also  auch  fär  das  zureite 
System  eine  nicht  verschwindende  Resultirende,  wobei  zugleich 
aus  bekannten  Formeln  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  die  Resol* 
tirenden  der  beiden  Systeme  einander  gleich  sind. 

Die  Gleichung  der  Richtungslinie   der  ResultirendeD   A^  t^ 
sten  Systems  ist  bekanntlich: 


5) 


iVi-^a:  +  %  =  0, 


wo: 


6) 


Ni  =  2P{xs\na — ycosa) 


.    Wrrwe  im  emr-   i.    ar^'ifi^  i>rirf  fj-f**itu  /. 


M»    M    die  G*e'irkaTi£   fitr  EickToncsiiDit 


.Vj  —  Jr  :r+  £5  =  0. 


-▼1  '  ^  —  P   X  fshl  £    —  f  Oft* 


7) 

S) 

i*t. 

BeieicbDca  wir  ■■•  d3e  C»»rdiBkTei)  dts  Dnrcbscbnit 
der  RichtnngsCMca  der  Resahireiid««  der  beiden  Systea 
X,  Vi  so  babea  «ir  zn  d«rai  BestiaiEiiBe  ukA  5>  n» 
beiden  Gleichoagea: 


9) 
■bo: 


t  .V,-.¥Jr+I.  rsO.- 
A.L-.VX.J+Z.L'I^O. 
LA", '— £.»' J  +  £.£•  r  =  0 


md 


.v,.w-  jr.ir'.Y  +  !,.¥'  }•  =  0. 

MAy  -  MyX+  ML'  r  =  O: 
Üglieb  darcb  Sabtraclion; 

LWt' -  l>\L'—(L.V'-  .VL')X  =  0. 

JIIAy—y,M'—(LM'-JUL')  r=  O: 
Mglich: 

,  wenn  wir  der  Kflne  wegen: 

Ü=L/II'— AfL'. 

ir=  MN^'-NiM' 


11) 


H> 


A  = 


ü' 


F  = 


«•  trir    nos   nun    mit   der    weiteren    Entnickelung   der  (; 
üf  V,  W  beuhSftigen  wollen. 

Weao  maD  io  die  Gleichung 
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rSr  h,    M  und  h\    M!  die  AusdrOcke  1)  und  3)  einffihrt,   «o  e 
hält  man: 

X(Po8inßo'  +  PiSina/  +  Pa8lDo,'  \  P^%ma^'  +  ....) 

X(PoCOdao'  +  PiC08«|'  +  P2Cosaj'  +  P3Cosci^'+  ....)f 

also,   wenn  man  die  Producte   entwickelt  und  nach  den  Kräfl< 
ordnet: 

17  =     P^  (cos  Oq  sin  o^' —  sin  tto  cos  «oO 

+  Pi*(cosai  sin  tt^ — sin  «i  C08O|') 

-f  ^«'(cosossino^' — sino^cosog') 

+  P8*(cosa3sin«8'— «»"«acosaa') 

u.  s.  w. 

pp  J       (cosßosina/— sinttocosai')   | 
\  +  (cos  «1  sin  tt^'— sin  «i  cos  a^')   j 

■  o  o  1       (cosoosinaj' — sin  o^  cos  o^')   l 

+  ^o^«l  S 

'    -f  (cosogsincro — sinojcosao')   I 

iupi       (cosoosinaa'— sin«oCOse^')   1 

l  +(cosa3sinoo'— sinffacosoto')  j 

u.  s.  w. 


u  n{       (cösaisinoa'  — sinaicosoj')   J 
1   +(cosos6ina/  — sino^cosoiO  / 

{(cos  tti  sin  Og' — sin  a|  cos  o^')   ] 
-f  (cosaasino/ — sina,cosa|')  / 


^PlPt 


u.  s.  w. 


,ppf       (cosoasinaa'— sincacosag')   1 
l   -f  (cos'ffasinaa'— sinoscosat')   J 


u.  s.  w. 
u.  s.  w. 


also : 


.-  ."■  v~ 
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+.P,«8ln(««i'-«,) 

n.  8.  w. 
+  Po''il8''n(«i'-«o)  +  8in(«o'-«,)} 
+  Po''«l«n(««'-«o)  +  8in(«o'-««,)) 
+  Po'*«|8i«»(V— «b)+«n(«o'-««)l 

+  P,  P,|85d«— a,)  +  8iD(«,'— «gi 

+  P,  P,  1 8iD  (Oi'  -  «,)  +  810  (Oi  '-  «,)  I 

n.  8.  fr. 
+  P,  P,  (8in (oi'-«,)  f  sin  «-  «,) ) 

Q.   8.   W. 
O.   8.   W. 

Zwei  ailgeoielne  Glieder  die8e8  Aii8drack8  8ind; 

Px*sin(a«'  — «je) 

•d: 

P«  Pil  1 8in  (tf a'—  «*)  +  8in  {an'  -ux)\ 
der: 

Pxft[8in(«,'-«A)  +  8iö(aA'-«»)l; 

ed  weil  non  nach  §.  1.  6) : 

8in(ajc'  —  ««)  =  sin^y 
ed  nach  $.  1.  13): 

ein  {an'  -  «a)  +  sin  («a'— «jr)  =  2  sin  ö  cos  {Pn  Px) 
ix,  Bo  eind  die  beiden  in  Rede  stehenden  allgemeinen  Glieder: 

P^sxne 
ad 

2P«PAslnÖcos(Pxft). 

Ffthrt  mao  jetzt  die  diesen  allgemeinen  Gliedern  entsprechenden 
bMdrIieke  in  den  obigen  Aasdrock  von  17  ein,  so  ergiebt  8i< 

TUU  XLVI.  SO 


•  ^  ■ 
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13) C/sinÖ-» 

r 

+  2PoPiCOSiPoPi)+2PoP^C08(PoP^)  +  2PoPiCMPM 

+  2Po/^4COS(PoP4)+"' 

+2PiP«co8(Pi  Pa)+2Pi  PnCOB(PiP 
+2P«P,co8(P,Pa)  +2P«P4Coa(P«P4)1 

+  2P,P4COS(P3P4)  +  . 

a.  s.  w. 
Ferner  ist: 

F=     (Po  CO«  «0  +  ^^  cos«!  +  P^cosa^  +  P^cosa^-i-...,) 

X  l  Po(aroSin Oo'—  yocosao')  +  Pi  (^i  ««n «i'— yi  cosa/) 

+  P2  (JT»  sin  Oj'  —  jy^cos  o^')  + . 

—  (Po  cosoo'  +  Pi  coscfi'  +  P^cosos'  +  Pf  cos «a' +....) 

X|Po(^o8"n«6— yoCosao)  +  P|  (ar,  sintf|— ^icostfi) 

4-  P2  (^%  sin  «2  — y«  cos  «2)  -|-«  • ' 

also,    wenn  man  die  Producte  entwickelt   und    wieder  nach  i 
Kräften  gehurig  ordnet: 

V  = 

Po*{cosa^(aroSinao'  — yocosoo')  -  cosao'(aroSina^— yocos^i) 
+  Pj^t  cos  «1  (xi  sin  «1 ' — yi  cos  «i ')  —  cos  «i '  (^1  sin  «i  — y^  cosffi) 

+  P2*tcosa2(ar28iua2'  — yacosoa') — cosa2'(ar2sino2 — .72^081% 

+  P3«|cosaa(a:asinaa'— lyacosoa')  — co8a3'(a:3sinaa— ^cosc,; 

u.  s.  w. 

C     cosao(^iß*n«i'— yicostti')— cos«oVi88n«i— S^icosi 

T  *  0  *!  i 

f  +  COS  «,  (j^o^in  «o'— jfo^^os  «o')— cosaj  '(jTosin  05—^0  cos  1 
\  D  u  S     c<>««o(^2»«nöt'-y«cosa2')— co8ao'(ar28in«^— yjcosi 

T  *0  *  «  J 

< + cosa2(^o  s*>^  «o'— yocosao') — cos  a2'(arosin  c^— ;yo<^o8< 


,  p  p  C     cosao(^3  sin  fl^a'— ^s^os  «3') —cos  «©'(j^asin  o,  — ^cos 
( + cos  «a(^o  «in  «0'— ^yo^os  oq')— -cos  03  '(0:0610  «6  ""^oco* 


U.  8.  W. 


"4"~ 
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^  +  cosa^  (xi  sin  «i ' — yi  cosa^ ') — coBa^'(xi  sina^  — yi  cosai)  ^ 

^  -f  cososCjti  8in«i'  — yjcosa^') — cosos'(a:isinO|— yicosoi) 

u.  8.  w. 

M    p  p  ^     C08ii%(jr38ina,'— jyacosofs')  — C08at'(jr8S»n«8— ysCosai)> 

u.  8.  w, 
u.  8.  w. 

Betrachten  wir  nun  wieder  zwei  allgemeine  Glieder,   so  ist 
znerst : 

cos  cTjr  (xx  8i  n  «x'  — yx  cos  of /)  —  cos  «x'  (or«  sin  or« — y  x  cos  a») 
=  jr«  (cos  ax  sin  o«'  —  cos  ax'  sin  ax)  =  Xx  sin  (ox'  —  «x)  • 
ilso  nach  §.  1.  6): 

cos  ax  (xx  sin  ax' — ^x  cos  orx')  —  cos  Ox'  (^x  si n  «x — ^x  cos  Ox)  =  Xx  sin  d. 
Ferner  ist: 

CO8  tfx  (^A  »i  n  ax' — yA  cos  «a')  —  cos  ox'  (^A  si  n  oa  —  yA  cos  «a) 
+  cos  ax  (xx  sin  «x'  — yx  cos  «x')  —  cos  «a'  (arx  si n  «x — yx  cos  «x) 
=  Xm  (»in  ax'  cos  «A  —  sin  «x  cos  «a')  —  y«  (cos  «x'  cos  «a  —  cos  Ox  cos  «a') 
-jrA(cosax'sinaA— costtxsinaA')  +  yA(co8ax'co8aA  —  cosaxCosaA'), 
also  nach  §.  1. 14),  15): 

eos  ax  {xx  sin  «a'  —  yx  cos  «a')  —  cos  ax  (xx  si n  of a  — yA  cos  ax) 
+  cos  ax  (xx  sin  «x'  — yx  cos  «x') — cos  «a'  (xx  sin  «x — yx  cosäx) 
=  U^x+XA)cos(Px/^A)-(yx— yA)8in(PxPA)l8ina 

Folglich  ist: 

14) FsinÖ-i 

=      Po'^xo  +  Pi^xi  +  P.«x,  +  Pji^x^  +  />»«:r4  +  .... 

+  Po''it(^o  +  ^i)cos(/'o/*i)-(yo-yi)«in(P„Pi)| 

+  Pü''2t(jro  +  ^«)cos(Po/y-(yo-y«)sin(Po/'i)l 

+  Po'^4l(^o  +  ^4)cos(PoP4)-(3ro-y4)«n(/*o''4)t 

a.  8.  w. 
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Setzen  wir 
16) 17' 

+  2P,  PaCOs  (P,  Pj)  +  2P|  P,  cos(Pi 

+  2PiP4C0S(PjP4)H 
+  2P,P,  C08(P«P,)+2P,P4CO8(P,PJ 

+  2P,P4C08(P,P«)- 
U.    8.    W. 

17) V 

=     Po«a:o  +  P,«a;,  +  P,»  ar,  +  P,«x,  +  P^*x^^ .... 

+  PoPi\(:ro  +  Xi)co8(PoPt)-(yo-9i)eio(PoPi)\ 
+  PoP«{(«o +a-,)co8(PoP,)-(yo-y«)8in(P«P,)} 
+  Po^^aK^o  +^8)co8(PoP,)-(yo-y8)««('»o'»«)J 

+  Po  P,!  (JTo + «4)  cos  (Po  P»)  -  (yo  -y«)  «n  (Po  /*.) ) 

U.  8.  W. 

+  Pi  P«  I  (^1  +  a:,)  cos  (P,  P,)  -  (yi  -y.)  sin  (P»  P,) ) 
+  P,  P,  l  (xi  +  j:,)  cos  (Pi  Ps)  -  (yi  -y^)  sin  (P,  P.)  \ 
+  Pi  P4 1  («1  +  «4)  CO«  Ci  '*4)  -  (yi  -y4)  sin  (Pi  P4) » 

U.  8.   W. 

+  PaP8{(j:a  +  ar,)cos(P,Pj)-(y,-yj)sin(PaP,)) 
+  P,P,{(a:,+a:4)co8(P,P4)  -(ys-y*)  sm(P^P^\ 

U.  8.   W. 
+  Pj  P4t(«S+J?4)C08(P8P4)-(y3-y4)8iD(P,P4)| 

u.  8.  vr. 

U.  8.  W. 

18) W 

=    ''o'yo  +  Pi'yi  +  P«'y« + /*8*ys + '*4*y4  +  .•• 

+  PoPi  l(a^o-a?x)8in(PoPi)  +(y„+yi)cos(PoP,)) 

+  Po''«t(j;o-J'«)8'"(''o^a)  +  (yo+y«)co8(PoP«)} 

+  PoP»\  (^o-^.)  sin  (n  Ps)  +  (yo  +  yi)  cos  (P«  P,)  l 
+  P„P4(  («0-^:4)  sin  (Po  P4)  +  (yo  +y4)cos(PoP4)} 


_•.   -•• 
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W  =  PoVo  +  Pi*9i  +  P**9t + Pt*9s  +  Pt*if*  +  ••. 

+  P^Pi  (yo+*i) + PoP*(yo+!ft) + i'oP.Csfo+yi)*- 

+  Pi  /V(yi+y«) + ^i''8(yi+»)+- 

+P%P,(yt+S»H-- 

=       (Po  +  Pi  +  Pt  +  P,  +  P*+-) 

XiPo3o  +  Pil/t  +  P^St  +  ''sffs  +  -) 
=       SP.SPy, 

also  Dach  19)  in  diesem  Falle: 
20) -*  =  -^g/j  •     ^  -  -^ » 

was  längst  bekannt  ist. 

Weil  die  Grössen  I7^  P,  IF'  nach  16),  17),  18)»  und  den- 
zofolge  nach  19)  auch  die  Coordinaten  X,   Y,  von  den  WinJcelo 

Oq,   Of|,    cx^»  o^»  !%,••.• 

und  von  dem  Winkel  6  ganz  unabhängig  sind»  indem  dieselbaa 
nur  von  den  Kräften 

und  der  durch  die  Winkel 

(PoPi),  (PoP^.  (Po^s),....;  (PiP^.  (Pi^'a)..-;  (P./^), ....;- 

bestimmten  gegenseitigen  Lage  der  Richtungen  derselben  ab 
hängen ;  tio  ist  klar,  dass  bei  allen  Lagen,  in  welche  das  Systed 
durch  Drehung  in  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Weise  gebrach 
werden  kann,  die  Ricbtungsliuic  der  Resultirenden  des  System^ 
immer  durch  den  Punkt  (XY)  geht,  und  dass  man  also  dies» 
Punkt  ganz  mit  demselben  Rechte  und  in  demselben  Sinne»  wi 
man  von  einem  Mittelpunkte  oder  einem  Centrum  paralleler  Kraft 
zu  sprechen  pflegt,  mit  dem  Namen: 

Mittelpunkt  oder  Centrum  auf  beliebige  Wels 
sämmtlich  in  einer  und  derselben  Ebene  wirkende 
Kräfte 

belegen  kann,  wie  in  der  Theorie  paralleler  Kräfte  naturlich  aoc 
hier  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  die  Kräfte  auf  ein 
Resulttrende  zurückfuhren  lassen. 

Von  ausführlicheren  literarischen  Nachweisungen,  namentlic 


>^ 


r 


r    X    crrfJ^s.  /e-^t    x— i  »*•.     /  -T'    .^ 


(irundes  wil    ici    K*Uf»rx    jur-rur«»*:    "  "••     "^-*-.' 


di  fciecz*  n  i:*  b«^  :  •.  i  r  -    '.7;     1-        ■  l  • :      -  i  --    .     . 

Tort«lirl  7ini  L  !-•■»..  f<i.  •-  ;  "*  *  n..  .rfx  »»- 
töndereo   F*Jt&   n    «iir^   zi.i    a^r^iitt-:    Zj.-?i»'    »••  TT;:«';irr     i.-l:s- 

Üst  hat,    a.    eivfr    *^uuainlujLz      ö«?    cTiie*    cks    "".ce:      ^T'^i.  •  ~ 
Teoreai  £1   Kf-!:Li    :  i    *   tn-fi  :..*-?*    »la  j^-r    .t  ■•  ^- 

mle  di  Fif.'i  «f.  1  i  1  1  : .  ■  .1  '  ^-  ,  .  i.  ?•-■  ".  i  -i.;- 
natelli  e  Ciifi  1:1.  i!i<  J*»l^  "  m^ite:  ^-ticti'.  ;n  :i.r 
«ber  bu  jetzt  xiisu:  lum  'STaci^Jk^.   ..•-iiiisl 


t     o 


In  VorkcrscäfffiiDf-T  tsr  ds:  ^"ixitr  /.-  .-'  liitf--.»!  voi  i«n 
potitireo  Tbeä«  ctr  ^iniTuriifil.iitf  Ci*"  iL~4."  i  :  ui  m  Siuut  ötr 
Sfatt  fsehabt««  [^rvrin.'£  ü*»'  >~faen:r  i.i«:-t  ut-it  in*^;;"  t*"]  Tx*fiK 
der  Richtone»!!:^  ötr  Krhr:  f^.  ui\  ^  m  [  i*tf  ^fn*  rfri.xit:  r  ir> 
den.  Mao  kano  aWr.  irLii»  di*  F^iiri  ::£ki'.:  üi*-  r<it«j*f>!  •^ii-n>t^:r  in 
GcriD»teD  la  »Ivrei  lx.c  fl  i^fi-iiif  äi-i  ::rei  .  iii.:f»"  /".-/*  tiiri 
dea  von  deo  p««ii'.T«-i  Tiienei  üe"  il.ll:i::IlI:c^:JXl  «i  i'tr  krl.'':f 
P«  and  Pi  eineesckjabM-iexi.  1!k*'  tuliL:  Cw s.Mrei  *^e:  ^^".^kc. 
Tereteheny  ireno  xnaa  Lur  ciesei  Wiii^t-:  l1«  jio^.i:«  r>:i;':  i'cr;.'-^ 
ktrachtett  jenachdea  mi.i.  ^\ih,  cn.  dc-cb  c^v^tl.  li>?  i.icti 
ftb»rsftei[»endeD  Wickel  hlLCcrrh  1^L  ceiD  p.isit.w-r'  Tbeire  6er 
Richtungslinie  der  lkr:i:'T  /*,  z-  de:a  :':k:  teii  The.le  i*-r  lict.ruii:»* 
Knie  der  kraft  Py  in  ffelarreT:.  iiu  Sir.rt-  der  l>rebuic  des  Sxsiems 
•der  im  enfffegensesetzten  Sinri«  beivespr.  xncs».  nie  sehr  1:  irhi  auf 
Ugcnde  Art  erhellet,  iroliei  «lir  die  ^on  0  li$  3i*0  iieriihllen  Win* 
kei  wie  früher  durch  (P«P;),  die  cur  «on  0  bis  lN>'  gei&hlCoxi 
ud  positiv  oder  negativ  geDommeoen  Wiukel  darch  (IM^>'  he- 
nichiien  wollen.    Wenn  (PxPkY  positiv  ist.   so  ist  offenbar: 

(P,Pä)  =  (PirPi)'. 

iho: 

co8(P,Pa)  =  co8(PxPa)'.     6io(P,PAj  =  M(PuPxY; 
«eaa  (PmPxY  negativ  ist,  so  ist  offenbar: 

{PnPx)  =  360*>-|-(P,Pa)M  =  360"  +  (P.Pa)'. 


298  Grüner t:    Der  MUlelpunht  oder  das  Centrnm  Mie§i0 


also  wieder: 

co8(PxPa)  =  co8(PxPa)',    «io(PxPA)  =  smiP^Px)'; 
daher  ist  allgemein: 

cos  (PxPa)  =  cos  (P^cPxY ,     sin  (P^Px)  =  sin  (PnPxV ; 

und  man  kann  folglich  in  allen  obigen  Formeln,  ohne  deren  R 
tigkeit  im  Geringsten  zu  sturen,  (PxPxV  för  (PxPp.)  setzen, 
alle  durch  (PxPx)  hezeichneten  Winkel  bloss  von  0  bis  180^  zäl 
wenn  man  dieselben  nur  nach  der   oben  gegebenen  Bestiron 
gehörig  positiv  und  negativ  nimmt. 


Anmerkung. 

Es  lag  mir  daran,  die  Richtigkeit  der  von  mir  entnicke 
Ausdrücke  für  die  Coordinaten  A,  Y  des  Mittelpunkts  der  Kr 
in  einfacher  Weise  praktisch  zu  prüfen.  Deshalb  entwarf  ich 
Taf.  VI.  eine,  möglichst  genaue  Zeichnung  für  nur  zwei  einan 
gleiche  und  auf  einander  senkrecht  stehende  Kräfte  Pq  und 
In  dieser  leicht  durch  sich  selbst  verständlichen  Zeichnung  s 
Aq  und  Ai  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  Pq  und  P|,  also: 

die  Richtungen  der  Kräfte   Po  und   P|   sind  in  den   drei  aoj 
nommenen  verschiedenen  Lagen  des  Systems  durch  die  von 
und  Ai  ausgehenden,  mit  Pfeilspitzen  versehenen  Geraden  dar; 
stellt,  und  durch  einfache  Construction  hat  sich  als  Mittelpa 
der  Kräfte  der  Punkt  M  ergeben.    Es  ist  also: 

aro=+OÄo»    yo  =  +-^o^o; 
und: 

Ferner  ist  in  diesem  Falle  offenbar 

(/>oPi)  =  270«. 

wenn    wir   die  Winkel  von  0  bis  360^  zählen    und   bloss    poc 
nehmen,   also: 

cos(PoPi)  =  0,     sin(PoP,)  =  -l. 

Weil  wir    die    Kräfte  Pq   und    P^  einander  gleich   aogeDomi 


.:-< 


•r  n 
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Üben«  so  wollen  vrir  für  dieselben  das  gemeinschaftliche  Zeichen 
Paebreiben,  und  erhalten  nun  aus  den  Formeln  §.2.  16),  17),  18): 

Uglicb  nach  §.  2.  19) : 

^-  2  *     '^  —  2 • 

i*ühren  wir  nun  (ur  Xq,  y^  und  ^|,  ^|  ihre  obigen  Werthe  ein, 
*o  erhalten  wir: 

^-  2  -"  2  ' 

^—  2  ~  2  ' 

der: 

F  =+i!f2V=:  ^^  +  -^0^0—  OBq  —  AiBi 

ie  io  der  Zeichnung  ausgefilhrte  Construction  dieser  Werthe  hat 
nz  das  Richtige  gegeben,  so  weit  es  bei  der  natürlich  immer 
r  beschränkten  Genauigkeit  einer  solchen  Zeichnung  muglich  war. 


r^' 


*« 


•I 


• 


f  ^  ^ffa»^-s  ^  J  an  14-^  i-r 


3). 


SM 
Br  alle 


f  = 


=ri 


-hiT^i: 


Ol 


T  r 


4) 


Dies  pcbC  lir  s-  T  ^  ««'ücx  Gmk^i 
I    C5  +  Ät  +  r  =  0: 


«Uli 


fb  des    lliiiclpiiikt  der  Elii|«f    dw 


8) 


,      CE-  gfl 


CD— J[£ 


»^leieh  ist  die  chankteristiscbe    Difemix  AB-C*=  J* 
fmMSa,  «renn  die  obige  Gleiclinog  einer  Ellipse  sngehöten  solL 

Die  Polargleichaog  der  Ellipse  ist  sonach,  «renn  der  Pol  in 
Mitteipankt  verlegt  wird, 

ir*.+  ii  =  Ar. 

FOr  obigen  Mlttelpiinkt  |i}  wird  aber 

•  = /(fe  1,)  =  (i«  +  C^ +/)){  + (C{ + Ät, +£)  ij  + /)H  *:•» 
sDHEv  = ji • 


U99  k,  wenn  wir  sbkflrBend: 
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6) j^ =  ^ 

setzen.    Schreiben  ivir  diess  in  die  vorige  Polargleichung,  s 
selbe  nunmehr: 

7) *r«  =  Ä— Ä 

und  in  ihr  ist  zufolge  (3) : 

o)    .  .  •  • 

A+B , A^B       ^     . ^ . a 

=  — ö 1 6> — coa'iif;  +  C-sin  2if;. 

Gehen  wir  nun  darauf  aus  die  Halbaxen  a,  b  der  Ellip 
finden,  von  denen  a  die  längere  sein  soll;  so  ist 

a  =  Max.r, 
6  =  Min.r; 

und  für  sie  wird  im  ersten  Falle: 

$  =  Min.  =  $1 , 
im  zweiten  Falle: 

s  =  Max.  =  fft. 

Sonach  sind  wir  darauf  verwiesen,  zuvorderst  das  Mini 
und  Maximum  von  5  zu  suchen,  folglich  obigen  Ausdruck  i 
nach  1/;  zu  differenziiren.     Diess  giebt: 

\  ds  A  —  B  ,  ^     .^       ^ 

2  ^  = 2 —  **"^  ^  Ccos2t(;, 

und  wenn  wir  -jj  =  0  setzen  und  die  allgemeine  Auf  losung  d 
Bestimmungsgleichung  för  ^  mit  a  bezeichnen,  erhalten  wir 

Ccos2a  =  — ö —  sin  2a  =  0, 

daher: 

cos  2a  sin2a  1 


9) 


H^-ß)'    C    -T« 

wenn  wir  abkürzend  setzen: 

10) (^^T^/+C«=G». 

und  G  positiv  annehmen. 


ufor  FideAenMaiie  terscMedeiitiich  öesiimmter  Ellipsen.      303 
HiefBr,  %%inl  geniS^s  (8),  fiir  9  =  0: 


+«.(^)+^ 


>o: 

«  =  — 2-TG 

Nuo  siod  bei  der  Ellipse  jedenfalls  A  and  B  einstimmige  also 
T  positiv  annehmbar,  G  ist  ebenfalls  positiv  vorausgesetzt«  mit» 
D  gilt  för  G  das  obere  oder  untere  Vorzeichen,  je  nachdem  wir 
en  Icleinsteo  oder  grussten  Werth  von  s,  d.  i.  ^i  oder  s^  verlangen. 

Es  ist  nemlicli: 
II) *i  =  —n G 


er  kleinste. 


_^A  +  B 


ler  grusste  Werth  von  5.    Sonach  verwandelt  sich  die  Gleichung 
P)iD: 

■d  liefert  die  Längen  der  Halbazen  a  und  b. 

Sei  nun  /  der  fragliche    Flächeninhalt  der   Ellipse,  so 
it  bekanntlich  Oberhaupt  /=  nabf  also  hier: 

V  S1S2 
Im  ist  aber: 

*.  ** = (-2- ; -«* = (-2-;  -  (-^-;  -  ^^ 

iaher  wird: 
13). f=zn—j^, 

der  anffftllig  einfache  und  doch  allgemeinste  Ausdruck  der  Fläcl 
der  Ellipse,  in  welchem  man  nur,  weil  /  immer  positiv  gedack 

wird,  die  Zahl  J=zVAB^C^  mit  £— i6;gleichstiromig  zu  neh- 
hat 


mä 


4C /- 


•0 


u 


IJJS; 


IkfeEkpfM« 


i.*i  I 


iM'    ZL    nrinspt      n^itwtn      r-t:    hK 
itive  HitWf'iniil  dm  »ciiiwidBiiovr  r.nrn^  iiir>rniet  s»i,  «i'««t,«K< 
IT«»  Seh»  Dtr  ^xpi  ^-  *    ****■   A.'f'T«*''«;!*!   N^'^rc   K^^, 

■ilfteo    dUb-Ebeor&n    öerea    cm*    <ltr    Tr^Kktioncn    «-« • 
«Q  XLVL 


hält  soaacfc 


a^:  = 


-■    ^   veu 


liongggtei  LttMPi 


•TBS:    ^ 


iri-   onnvieti'   o^' 

C  ofirdinaienastfo^tT«* 
eiiizuMei2«x    bb^    bs 

C^  4  «   I  V  il  U  I:  7 


r    Bie  uacti    oc! 


*.f4 


*-oi*ri:Fe     i#» 


^  s 


0. 


^r/i^n   -  •- —  /-^•"•^  *^«*«^x^  • -^  £•*  -^ 


r  Schnitt    %xÄ\    hbt.   ftr    kl^  SrreVrkciic*«  Trie-:  r    e-n* 
rerden.  folirlich  1110*^5  der  tb&rak:er'ifr.jLchf  l  rri^r^rH^i 
Immer  positiv  und  grri>*er  al#  Xoll  AD^fAUor :  et  i»*»» 
=  ^  gesellt  vrerdeo.     tu  ist  aber,  wenn  man 
aushebt: 
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folglich^  wenn  man  den  filr  f  =  0  stattfindenden  Kreiasch 
als  nicht  zar  Frage  geh5rig,  auaachlieaat  and  aohin  nod 
von  Null  verschiedenen  Faktor  sine*  heraushebt 

Aising»  ==  {*cot€-.5Psing>)«-r*. 

Dieser  Unterschied  J^^^AB^-C^  wird  nun  für  einen  gevi 
Winkel  e  =  (o  '^  Null,  daher  der  Kegelschnitt  eine  Para 
als  Grensform  der  mit  9  und  b  wandelbaren  Ellipsen;  und 
findet  für  ihn  die  Bestimniungsgleichung : 

(Acoteo---^6in9)* — r*  =  0, 
folglich : 

nnf*   _iysinyi:r 

COt^o  SB   T • 

Dieser  Winkel  wird  nun  möglichst  klein,  daher  seine  Cotanj 
möglichst  gross  ausfallen»  wenn  sin^  =  -f  1 ,  also  g>  =  9(F  ' 
Dann  ist: 


cot 


^0  —  ^r^» 


und  von  diesen  zwei  als  Bq  sich  ergebenden  spitzen  Winkel 
der  dem  -fr  entsprechende  der  kleinere,  daher  hier  alleii 
Grenze  der  b  in  Betracht  kommende;  deshalb  nehmen  wii 
schieden  den  aus 

cot^o  =  "X"       "Y^ 

folgenden  Winkel  «o^tls  oberste  Grenze  der  möglichen  Neig 
Winkel  b  an,  so  dass  wir  forfan 

0<g<fo 
bedingen. 

Zur  ferneren  Abkürzung  setzen  wir: 

Acote  =  c, 

und  finden»  wegen  coti>cotfo» 

c>Acotfo, 


fiäektmMaiie  tertckiedeiuiick  öetttmmter  Bilipien,      S09 


c>g^rT. 
B  ao  «etseo  wir  in  dem  entstehenden  Quotienten 

A*r«sine 
Potentiand 


i=C-=^)'-i 


=  v% 

r 

dem  wir  sogleich  ersehen,  dass,  weil  c^g'\-Tt  also: 

F  F 

it  e  positiv    und  >  1  ist,    der  Unterschied  v*~l  und  somit 
I  J^  jeden&lls  positiv  sich  ergiebt.    Hiernach  erhalten  wir: 

J zzz  ArsinfVo'  —  I, 
eh  Immer  ftlr  sine>0. 


9. 

Soeben  wir  jetzt  den  Flächeninhalt  f  der  entstehenden 
sa  nach  den  Formeln  (6)  und  (13)  der  I.  Aufgabe 

k= -^ , 

iden  wir:. 

A:  =  -^  =r  -^f;;:^  =  +  (positiv)  • 

I   die  Fläche  der  Ellipse: 

^_nrk     r«— 2         nrh   (t?  + V2)(r— V2) 
^""slne'  (t>«-J)l  ^sine'         (r*—  !)•         ' 


c— asin^ 

V  =s  * 

r 


F 
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i  Dieser  Differentialqaotieot  kann  bei  Eintritt  eines  grussten 
per  UeineteDWerthes  von  q  und  f,  wegen  t)>  1»  nur  verschwin- 
p,   treon 

cos  g>  =  0    oder    v  =:  2 

ity  von  denen  die  erste  Bedingung  entweder  9  =  90^  oder  9=270^ 
rheisehty  so  dass  die  schneidende  Ebene  durch  die  yi-Axe 
ladareh  geht  und'sohin  auf  dem  Haupt« Axenschnitte  i|d?i  senk- 
Mbt  steht 

Um  Boch  entscheiden  zu  können ,  ob  ein  solcher  Susserster 
Nrtli  des  9  wirklich  statt  habe»  bedürfen  wir  bekanntlich  noch 
IS  «weiten  Differentialquotienten  von  q^  zu  dessen  Ermittlung 
Ir  jedoch  vorerst  noch  den,  nur  die  VerSnderliche  v  enthalten- 
»n  und  nie  verschwindenden  Faktor 

r '(t,«—l)|-"  ^ 
rlseo  ood  dadurch 

q  =  F(v— 2)cos9> 
»n.     Wir  finden  sonach  den  zweiten  Differentialquotienten: 


d  Je  nachdem  er  negativ  oder  positiv  ausf&llt,  muss  q  und  so- 
I  auch  f  ein  Maximum  oder  Minimum  werden. 


1.  Im  ersten  Falle,  wo  g^sOO^ist,  ftllt  die  positive 
Ibaxe  der  x  auf  die  der  ^i»  es  ist  sin^  =  1»  die  Hilfszahl  v 
»rgebt  in: 

I    die  elliptische  Durchschnittsfigur  hat  den  Inhalt: 

_  mh      p|*— 2    _  Torh   t?x+V2   jPi --V2 
^»  ""  sin€  •  (»i«—  1)1  -"  sine*  »i«-l  '  sTiJ^ 

ner  ist  hier: 
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und  sonach  sind   pi--V2,   Vüi*  — 1,   Vi  gleichstlmmig. 
Nun  sei: 

a)  9|  >2,  so  sind  Vi  —%  Vi — V2  und  somit  auch  Ff  pod 
also  ist  g"  negativ  und  deshalb  f|  ein  Maximum. 

b)  Sei  Vi  <2  aber  >  V2  also  ri — 2  negativ  aber  ri  — 
positiv;  so  ist  Vi  positiv/ also  q"  positiv  und  f|  ein  Miniman 

c)  Endlich  sei  r|  <V2<2  aber  immer  noch  >1»  soisti 
wohl  0|— 2  als  auch  Vi  —  V2  negativ ,  daher  F|  and  ^'  negal 
also  fi  ein  Maximum. 


11. 

II.  Im  zweiten  Falle,  wo  g}=:270<>  ist,  fiUlt  die  posM 
Halbaxe  der  x  auf  die  negative  der  ^|,  es  ist  sin^is— 1,  i 
Hilfszalil  0  übergeht  in: 

*  r  r 

und  die  Ellipse  hat  den  Inhalt: 

^*  •"  sin«*(ra*— 1)1  ""  sine'  c««— 1  *  V^^^l' 

Ferner  ist : 

jr   _g   t?t(Pg-f2) 

und: 

y"=  ^2(t?«-2); 

daher  sind  r^ — V2,  V^©»* — 1,   F^  inimer  gleichstimmig. 

Nun  sei: 

a)  Vs>2,  60  sind  v^ — 2,  o« — V2  und  F«  positiv,  A 
ist  i^r"  positiv  und  sohin  f^  ein  Minimum. 

ß)  Sei  ©2^2  aber  noch  >  V2,  so  ist  r« — 2  negativ, 
gegen  v^  —  V^  und  damit  auch  F«  positiv,  also  ^'  negativ, 
f,  ein  Maximum. 

y)  Endlich  sei  t)t<V2<2,  so  ist  9,-2  and  v«— V%i 
auch   F9  negativ  und  sonach  q"  positiv,  daher  f«  ein  Miafanoi 


B^' 


riMbcil  statt. 


IV.     Vencli«riadeC   eodlick  der  l>irei«ntial9Mli»«l   f'.    npi\ 
=  2  «rird.  so  wird  F=8^.  ud  die  nick«  der  KIlIpMi 

r  —     *»»••* 

lebet  wird  ^T  =  — «(^coey)«  immer  eefaliv.   mlihln  wir«  f, 
yiamMh  ein  Maximum. 

Dm   sogebSr^ten  Streidiaogewinlcel  q,  findet  man  au«    d«r 
ladiM"»8*8l«iel>''og: 

r         "-*• 
iSTtoir  *'*'*  *'  «•'^••»'••"  •Pl««««  Winkel  mit  ^' 


'■," 
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8ln(p'  =  sin  (180«— 9')  =  ^^:Z^. 
Dieser  Bruch  muss  jedoch  positiv  und  <1  ausfallen ,  daher: 


c>2r,   aber   c<2r+^ 


sein.    Da  nun: 


cot.  =  l 


ist,  BO  muss: 


cott>-r-.   aber   < — j-* 


sein.  Derlei  mSglicb  grosste  Schnitte  unter  den  Streicbungs- 
winkeln  9'  und  180« — (p*  konnten  sich  demnach  nur  ergeben, 
wenn  der  Neigungswinkel  e  durch  die  letzteren  zwei  Dngleichua- 
gen  eingeengt  wäre.    Der  ersteren  Ungleichung  genffgt  unsere  In 

Artikel  6  gestellte  Bedingung  cotc>^«-   »  wirklich  dann,    wenn 

g^T,  d.  L,  wenn  die  Projektion  des  Kegelmittelpunktes  ausser- 
halb des  Grundkreises  dessen  Ebene  trifft 

Nehmen  wir  den  Winkel  9>  zwischen  180«  und  360«  und  setzen 
wir  9>  =  180« -foi'»  so  erstreckt  sich  09  von  0  bis  180«  und  es  ist: 

sin^  =  —  sinci, 
daher: 

""         r         ' 
und  wegen: 

c  =  2r  f  ^sing}'    auch    e  =  2  -|- 1 (sin  n  f  sin9>')>2. 

Sonach  kann  nur  im  ersten  gestreckten  Winkel  von  g),  nicht  aber 
im  aweiten  e  se=  oder   <  2  werden.    Ferner  ist  bei  9  s=  90^  dio 

r=ri  =  ^^  =  2-^  (1  — sing)'),  also  Ui  <2. 

Da  sich  aber  hieraus  nicht  ersehen  lässt,  ob  vy  >  oder  <  VS 
sei,  60  kann  man  (vermöge  I.  b)  c))  nicht  wissen,  ob  hier  f|  efat 
Maximum  oder  Minimum  sei* 

Dagegen  ist  för  9  =  270«  die  r  =  t^=^iÄ=:2+^l+sta9') 
also  «2^^  u"d  sonach  f^  ein  Minimum. 


1        1 

316  Mai%ka:  Lösung %weier  Aufg. üb. Bereekn. äerFiOekeifätM^ iiit  ■* 

anfangs  (bei  9>=0}  positiv^  für  g>  =  g>'  und  r — 2=0  aber 
also  fuf  g>=g>'  bis  9  =  90^  negativ^  wo  er  abermals  Null  ftkiJ 
Er  geht  demnach  zuerst  aus  dem  Positiven  durch  Null  io's  Ne- 
gative» dann  umgeicehrt ;  dort  also  muss  g  und  mit  ihr  f  seiaei 
grössten,  hier  einen  kleinsten  Werth  erhalten.  —  Seist  man  diest 
Betrachtungen  fort»  so  findet  man  folgende  Zusammenstelinng: 


1.    Von  9>  =  0  bis  9=1800. 
q>       =0 q>'    90<>    180»-9^...1W 


""  m      SS -^«t»» -^•«•«  !/••••  """•••••■**  ^Hfl In»/ ••••"^  ••••       tf 


••••  "fr"  ••■•    ■*■ 

+ 


a»f                        _                   +                   _ 
fand  fs Max Mio Max 


II.    Von  7  =  1800  bis  9)  s  3600. 
tp      =1800 270O  3600— v' 

^ Ö        +  + 

r«9  + 


1^  und  f  =: Min. . . . . 

Hieraus  erhellt  sonach»  dass  wofern 

2r  +  ^>  c>2r. 


also 


2r+^.        *    w2r 
-^>cote>-j- 


ist»   der  erste  Differentialquotient   ^  anstandslos  Aaskanfl  aber 

den  regelrechten  Wechsel  der  ewei  Mazima   und   zwei   MiDimi 
der  q  und   f  gibt. 

Prag»  30.  Oktober  1866. 
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Bien§er:    Zur  tniepr.  einer  Di/TereniiaigMch,  erst.  Oriln.  e/c^M 


^Zur  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung mittelst  Aufsteigen  zu  höherer  (zweiter)  Ordnung. 

Ton 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

am  Polytechnikum  in  Cnrltriihe. 


I. 


/(a:,y,yO  =  0, (I) 

wo    y^  =  ^»  die  vorgelegte  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
ans  der  durch  Differenzirung  erhalten  wird: 

8a:  +  ^^  +ayy   -0' (2) 

wo   ^'  ^^2^*    ^^'  ^^^  ergebe  sich,  indem  man  nothigenfalls  (1) 
damit  verbindet : 

''(^.Sf,y,y")=0, (3) 

ebie  Diiereotialgleichong,  deren  allgemeines  Integral  die  Gleichung 

g»(ar,y,  «,*)==  0 (4) 

sei«  wo  a,  b  zwei  willkQrliche  Konstanten  bedeuten.  Zieht  man 
•OS  (4): 

ys=i|i(a:,  a,  6), (6) 

so  genügt  selbstverständlich  dieser  Werth  von  y  der  (3)  identisch« 
nnd  ea  gibt  keine  andere  Funktion,  welche,  an  die  Stelle  von  y 
gesetzt»   dieser  Gleichung  Identisch  GenSge  leisten  kann. 


i 


•>*>. 


«rattr  Ordma^ 


A*.y.y')  =  0,    jpjr.f   t  i  =i     ---r'=-    ^ 


heniMm  zo  der  Inte^rafe:« 

cheo  Konstanten  «.   ftfet      i^sni  m  "^■■■■iinT    «-v         ^     «> 

ikrt   so   der    rraj^Kckes    lio^s- 

ann  man  die  (8) 


ad  die  Eliminatioa    ▼««   i    hibk» 
leichung  ftihren.     Die  eme  dioi^  (> 

10),  indem  die  letztere  ^mk  tejt.ir       r  ^s  t      v-vsb»    mb 
ar  Boaere  Behaaptmi^  ^ 


Eliniinirt  man  etwa  i  msnr  »i»  t*«  ä'  ^  #esr#n  'It  umt 
iuD  y  aus  der  »o  erl.^«f*tsi  K^»'*mnMUMßi  tnn  *Mr  »»^«««a  il.'  « 
irhlh  man  naturlicli  iwu^tr  r  esf^r  d«^  ■««tr*3psia»?j*if»  i- 
iMcbung.  Die  an»  eiausr  C^juubu*  if»!^  »r^sTZ-rfir-r**»  l»#»'#i 
ht  die  Bedentniif?  einer  erwwt  kneirntfi  ■'^lag  ^^  X  « 
Keraaa  folgt,  da««  wema  aon  «m«  « 
WB  (3)  (mit  JT,  5,  5'  ■«  CM8.B-  L«iWQ«u«&  r 
EÜnioation  von  y'  z«i«<Wa  oqr»*ili^fi  uuf  .  •st^sati^l^t  tt^  ur»« 
Nl^eichong  von  (1)  er^iX 

Welche  der  xwei  Kem^nmat  mna   ^msm»   ms    '.J       1    1 
Bviiclien  (6)  und  (4)  eliwair?..  «r  kms 
H  dieaeo    sirei   Gleitfcnngta: 


=  ^/x,5,,     isc  01  ^.  p 


i>j 


M  Keeflgen  natfirlieh  diese  Grttmem   ur  'K^. .   t  ft 
BMcbnng  swiachen  0,  ^| .  «t«cnn»Mdv^  wn 
Beichoageo  (12)   ala  ImternUiüAmug^  t««    1    «vüc? 
iMa. 

Weleliea  Mgfich  aacfc  dfejtniec  dar  /oa 
ktipalgleichaBgen  roo  (3)  aei,  die  man  in  dem  sa 
**  Paragraphen  angegebenen  Verlahren  hcnfitxt,  L 


I?. 
Geaetaty  ea  aeien  die  Gleiehmigen 


r 
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SIemeotar- geometrischer    Bei/veis    des    Satzes:     Die 

Kegelschnitte  werden  von  den  in  den  Kegel  gelegten 

Kageln  in  ihren  Brennpunkten  berührt. 

Von 
Herrn  Dr.  F.  C.  Fresenius^ 

Lehrer  an   der  holieren  Rfirgerflchiile   in  Frankfurt  a.  M. 


1.    Für  die  Parabel.    (Taf.  VII.  Fig.  3.) 

eftn  Bei  Dorchschnitt  des  Kegels  durch  die  Achse,  dio  Durcb- 
•chnitt  der  hineingelegten  Kugel ,  *o  \\  btiy  cn  senkrecht  zur  Kegel- 
;  aelwe  bm»  toJLcn  und  so,  also  ist  der  Durchschnitt  der  Ebene 
uu  mit  der  KegeloberflSche  die  Parabel  i$. 

Es  ist  zu  beweisen»  dass  o  Brennpunkt  derselben  ist. 

f  i)  eoiet=sct:cu       2)  roiot  =  oizon       3)  sc:so  =  6c:Ait  =  1: 1 

I  CK  CS  wo  ot^  =  CO.  an  so  =  $t 

efl=iCono  Ol  =  et  «c+*f  =  cC  =  2.*o 


Ol  ==  '2,  so 

Wo  aber  bei  der  Parabel  die  Ordinate  gleich  doppelter  Abscisse 
ist,  da  ist  der  Brennpunkt.  Also  ist  der  BerGbrungspunkt  der 
Kugel  Brennpunkt  der  Parabel. 

II.    Für  die  Ellipse.    (Taf.  VII.  Fig.  4.) 

I 

Die  Figur  zeigt  wieder  den  Achsenschnitt  durch  Kegel  und 

1'  beide  Kugeln«  welche  die  Ebene  der  Ellipse  beriihren.  sp  ist 
Darchsehnitt  dieser  auf  pbq  senkrecht  stehenden  Ebene,  also 
ngleich  grosse  Achse  der  Ellipse.  Es  ist  zu  beweisen»  dass 
die  BerfihniDgspnnkte  o  und  u  die  Brennpunkte  der  Ellipse  sind. 

Tkail  KLVI«  Vk 
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\ 

m$  =  Yiip;  mu>f  nc,  h$  und  pq  senkrecht  gegen  die  KegeladM 

1)  co:c^  =  cUcf 
cf=.  on 


cfi  =  co.on 


et  =  Ordinate  des  Kreises,  dessen  Durchmesser  cn  ist,  in  o; 
c<  =  Ordinate  in  o  für  die  Ellipse»  deren  gr.  Achse  =j/». 

2)  .^ik  =  QQo       und  ^jrp*  =  90<>  (gebildet  voo  den  Bi 
^usk  =  ^$xo  Z^xpo  =  ^pku  birungslinien  swei«i 
^tMÄrcN^A'^o  A  jrpo  oj  iipku  Nebenivinkel) 
usiuU  =^  xo:o»  poiao  ==  ukipu 

US  »OS  =  uk.xo po.pu  =zuk,xo 

us:pu:=po:os 

usius-j-pu  :=:po:po  -f- oj 
d.  h.  usips  =  poips 
us  =  po 

pu  =  OS 

3)  mi  =  mp  4)  po  =^pd=^  qi  5)  smisp  =  no:  19 

mo  =  mtf  ^o  =  yw  =  i<  im  =  ^tp 

HO  :=z  sq  sw  =1  Isg  =  om^m 

m 

6)  so:sc=:  smisto  7)  so  =s  sm —  om 

so:so  +  sc  =  smism  +  sw  im  heisse  a  (grosse  Halbachse 

10  4*  'c  =  <?^  K'  =  o — om 

sm-j-su)  SS  SU op  =  a  +  om 

so.su  =  ct.sm  so.op  =  (a—om)(a  i-om) 

111  =  op =  «• — om* 

so.op  =z  ci»sm 

8)    tc  (Ord.  in  o)  =  ^  Wä^-om^ 
ct.sm  =:%^a^^om^ 

9)        fo.op  =  ct.sm 

o*  —  om^  =  ft  V  o* —  om* 
{a'^-om^)^  =  6»(a*— om») 

q* —  oip^  =  6» 

■  om»  =  fl»  — 6*  =  c«     (e=  Exceotricitit) 
om  SS  o  SS  mV* 

Also  sind,  o  und  ic  die  Brennpnnkie* 
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in.    Fßr   die  Hyperbel.    (Taf.  VII.  Flg.  5.) 

Die  Voraussetzungen  sind  denen  des  vorigen  Beweises  gans 
alog.  Oft,  wm,  pq ±  zur  Achse,  sm=zmp.  Die  BerGhrungs- 
okte  o  and  u  sind  als  die  Brennpunkte  zu  erweisen. 

I)     cozct  =  ction 

et  SS  Ordinate  in  o  für  den  Kreis  cn  und  die  Hyperbel  ou. 

•     2)     ^xso  CXD  ^sku      und     ^xop  OJ  ^puk 
osiox  =  Art! ;  ns  opioa:  ziz  ku:  up 

OS. US  =  ox.ku op.up  =z  ax,ku 

osiop  =  vp :  vs 
os'.op  —  o«  =  up :  t£« — up 

d.  h.    os:sp=^  up :  sp 

3)    OS  SS  up    und  da    sm  =  mp 

om  =  fntc 

4)  po=pd=zgt  5)  sm:sp=:isw:sq 

so  =  pw  =  f«  im  =  \sp 

su>  =  \sq  =  om  =  mu 

7)  so  =  om — itn 

sm=^  a  (Halbachse) 


uo 

=zsq 

SOZSC  sz 

smisw 

Mo: 

!  so  +  «C  = 

SO    +SC 

sm :  im 

+ 

«10 

sm  f  nc=:«ii 

so.su  = 

ci.sm 

fti  = 

op 

so  =  om — a 
op  =  om  -f  a 


fo.op  =  (om — a)(om  f«) 
=  om'^^al* 


so.op  "=:  ct.sm 


8)    tc  (ürd.  in  o)  =  -  ^m^-^a^ 
ct.sm^=byfom^ — a* 
9)  so.op  =s  cf.sm 


om* — a*  =  6* 


—  ^t 


om*  =  g*  -f  6*  =  e 

omssi  e  =  mu. 

Abo  sind  o  und  u  die  Brennpunkte. 


22* 


S24  Vebung9ttufgaben  flSr  ScMier. 


Uebungsaufgaben  für  Schuler. 


Es  ist: 

4a|  Oft  =  («1  +  a,)*— (öt -  «i)*, 

24oiaia8=(ai+«a+ai)*-(oi+a,-08)*— («i+o»-«»)*— («t+«i— 

192<i|  a^a^a^  =     (oi  +  a^ "f  <>•  +  ^4)^ 

—(«1 +  «§  +  «•— «4)* 

— (oi  +  os  +  a*— «•)• 
-(flt  +  fla  +  fl4— «1)* 

+  (««+04— «8  — «1)* 
+  (08+04— fli—«i)*- 

Ein  allgemeines,  Gesetz,  anter  welchem  diese    Formeln 
besondere  Fälle  enthalten  sind,    hat   Herr  Professor  Tardy 
Genua  in  den  „  Annall  dl  scienze  materoatiche  e  flslc 
compilati  da  Barnaba  Tortolini.    TomoSecondo.    Roi 
1851.    p.  287."   bewiesen. 


Es  ist,  wie  sich  durch  Entwickelung  des  Quadrats  leicht 
gemein  nachweisen  lässt: 

(l  +  a:  +  ar«  +  a:»  +  ....+j«)* 
l  +  2a?+3j;«  +  4j:»+  ...  +  (n-2)ar«-3  +  (n-l)ar— •+«: 

+  («+l)ar" 
+fia:M^ + (n— l)a:"+*+  (n-2)j:M^+....+&r«"-« + 2;r«»-4 
und  weil  nun 

(1  +  a:  +  :rH  otH  ...  +  a:«)»  =  (i=^y 


Äi> 


il,  M  M 


fi^r 


Jede  duck  die  pendc  Um»,  «ddie  die  Millripnklr 
Moder  gl  ggaifctMftfcradf ■  SdteB   eues  Tctneden  mt 
■der  verbladct,  gclmtc  Ekeae  Ckeac  das  Tetraeder  ie  swei  et« 
■der  gleicbe 


lo  der  Eherne  eiaee  gewvIraficlMB  \lereeln  de«  Peak!  i« 
mißmmen,  de—ca  EatferaaaireB  rea  den  Tier  Eckea  des  Vier* 
cka,  io  die  xwei  den  eataprecheadea  Eckea  gegeafibersteheaden 
liilea  mnlftiplicirt,  giciehe  Prodacte  geilen. 


liChrsAtB. 

In  Taf.  III.  Fig.  16.  eeiea  aoa  den  Pnnkten  C  and  C 
lit  gleielien  Halbmessern  iwel  Kreise  bescbrieben, 
aa  denen  jeder  dnrcb  den  Mittelpunkt  des  anderen  geht. 
Me  Darchaehnittspnnkte  der  Centrallinie  dieser 
laideo  Kreise  mit  ihren  Peripherieen  seien  O  und  O'. 
B  eiaem  beliebigen  Punkte  7*  der  Peripherie  des  um 
y  beacbriebenen  Kreises  liehe  man  an  denselben  eine 
lerflbreade»  Tälle  foo  dem  Punkte  O  auT  diese  Berflh- 
•nde  ein  Perpendikel  OIU,  und  alehe  CM  und  CT; 
•  Ist  der  Winkel  MCO'  dreimal  so  gross  als  der  Win- 
iai  TCO'. 

Dienen  Sats  hat  Herr  Professor  Cesare  ToscanI  In  SIena 
idan  «^nnali  dl  ScIense  roatematiche  e  fisiche,  com- 
llntl  da  Barnaba  Tortolini.  Tomo  Terso.  Roma.  IHA2. 
k  HS"  bewieaen,  and  anr  Trisection  des  Winkels  angewandt. 
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M    i    8    c    e    I    I    e    n. 


In  ThI.  XXXIX.  S.479.  habe  ich  bewieseo,  dass 
a»  +  (a  +  d)»  +  (a  +  2d)»+....+(a+fid)» 

_t(o  +  (»+l)<f)(fl4->td)>*-^ta(a-<^)i* 

—  Ad 

ist,  und  will  hier  nachtrfiglich  bemerken,  dass  diese  Summei 
mel  sich  noch  in  zweckmSssiger  Weise  transformireD  lässt 
ist  nämlich: 

l(a  +  (n  +  l)d)(a  +  iid)t*-lö(a  — d)|* 

=  |(a+(«+l)€l)(a+iid)+a(a~d)|t(a  +  (n+l)d)(a+«il)-<i(a- 

aber,  wie  man  leicht  findet: 

{a-\'(n\-  \)d){a  +  nd)  ^aia—d)  =  2a«+2narf ^^n{n^  1) 

_  4a»-f4wQcH-n«rf«  +  2n(n-f  l)c^»-n»cP 
-"  2 

_  (2fl  +  nrf)»4-ii(n  +  2)d» 

-  2 

and 

(a  +  (n  +  l)d)(a+ifd)— a(a— rf)=(n+l)rf(2o+nd); 

also  nach  dem  Obigen: 

a»  +  (a+d)«  +  (a  +  2d)«+..,.  +  (a  +  nd)« 

(n + IK2a+ n<0 1  (2a-f  iid)»  +  »t(n+2)il»> 

« g 


'-?■:■«     E»*.    .ij^    -*•     .— ..^• 
rr.-it-'?  X     Äi   ,:a    Jt   ^v  ^^t 


■onat  tack  iv  CanuapimE  ui»  4  ^  z  ?   .1  r  ^. 
Pnkle  Z,   r.  J  ji 


B«tiac&fii  ick   n«ä    Ott    nemsi    ^-vcs    ^"^j^-'-jk?     S.I7  mx 

agebürizes   TI«T«ek9*witt    i*tniini*^     «-t    f>-rt*i>    >(:*x      4u<9«i>   zaii:i 

Es  fiecvfl  aftn   aiW  «-«r  5Tii*M|irir!  :.9«ri;Tic:«a>ui*«.>t     :t    f«n>ff^ 
Ugeo  gcf  Adern  Liai«. 

Der  vor»leii«m«l«  B<w«id>  i«e«T.i:  i-l,  £•«  .-:••; ti  r!fi.-*»n-r-. 
fie  in  die  Spiue  der  Lck*«  « la  it*z  I-i.i-if>s*->^'M  rf*:t-:  '■«*•- 
im,  dem  SaUe  des  Me  ce .  j.  x  »  iii  £  -  r  U  .-:.*«  -i  s  £  :  ?-><*  Sil:  -.  *^ 
DfrSatz  selber  drekt  «i<k  tu  cj«  ^  :  'i.ri^:{-:  br£*  f*  ^i^i  ^r> ' '^ 
Rkoo  im  geometriscke«  Asj-ckai^t-i^iiTZf-r  cti  i..*  P-.:*  i\%c\tt 
Uchoung  dienen.  Für  eice  e:a^.£e  t^L:.:.:....:  ^  «:^s^f->fi:  liu 
Diterricht  —  lu  dem  Zwecke.  cc.zL;::e r*^r  iA<h  Jea  Mereijius 
■d  dessen  Cukehniris  eine  Acv«eD.:i:rg  loi^tz.  im  !d»eii.  dse 
101  Natzen  dieses  Saues  ibs  iJcht  »leüt.  —  %^üu)e  e«  cerjiheu 
MiB,  den  Beweis  zu  the'ilen,  so  dass  der  ^r.  sich  ^eohon  uu*rL- 
Nrdige  Satz,  der  den  Kern  des  Bcwel^ieä  bildet.  t*c««.i  iu  lola;tMi 
kr  Fassuni*  voranginge: 

Durchschneiden  sich   drei   Paar  Parallelen   und    liogcMi    dr«*i 
)ircbschnitts|iunbte,    die  sämutlichon  sechs   Linien    anKehiir«in. 
I  gerader  Linie,  so   liegen  auch   diejoni&ren  drei  Ourchj^chnilln 
nkte,  welche  su   den   ersteren  die   lacgoneckon  d««r  Parnllrln 
ramme  bilden,  in  gerader  Linie. 


r 
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-tfier  das  Viereck  und  das  Viertelt  aiifstclleti  lassen,  wie  schon 
he  HerleituDg  ersieht,  insofern  der  Durchschnittspunkt  zweier 
Cfraden  in  der  Khene  nicht  nothwendis^  die  Projektion  des 
Dorehschnittspunktes  im  Räume  der  projicirten  Geraden  ist. 


leMcrkang  über  die  Berechnung  des  Flächeninhalts  geradliniger 

Figuren  durch  Trapezia« 

Von    ileiti    f  I  e  r  a  II  n  f;  e  I)  cf  r. 

I 

Vielleicht  mögen  die  folgenden  einfachen  Bemerkungen  äher 
die  bei  geodätischen  Rechnungen  so  oft  vorkommende  Berechnung 
4m  FIficheninhalts  geradlinigf^r  Figuren  durch  Trapezia  nicht  ganz 
diBe  Interesse  sein. 

In  Taf.  III.  Fig.  IL  seien  AA'  and  BB*  auf  verschiedenen 
Seiten  von  AB  auf  dieser  Geraden  senkrecht,  und  hierauf  werde 
JIB  gezogen.     Dann  ist: 

^^ACA'-'/S.BCB')=AA\AC—BB'.BC', 

AA'.BB'  ==  ACiBC 

sder: 

AA'.BC  =  BB'.AC, 

•bo: 

%^ACA'^^BCB')  =  AA',AC  +  AA\BC'--BB',AC-'BB',ßC 

=  AA'.iAC  i^BC)--Bß'.(AC  l-  BQ 

=  {AA'''BB){AC^BC), 
^BxA  folglicb : 

I).  .  .   .li^ACA-l^BCB)  —  {AA-- BB').AB, 
«der: 

2).  .  .   .1{^BCB—äk^CA')=iBB''-AA').AB. 
In  Taf.  IIL  Fig.  12.  ist  nun,  wenn  durch  die  Figur 

abcdefaßyii. 


Fllcheninhalt  wir  durch  F  bezeichnen  wollen,  die  beliebige 
Im  JßV  gelegt  ist,  und  von  den  Ecken  der  Figar  anf  dieselbe  wie 
(mrUbolldi  Perpendikel  geOllt  worden  sind: 
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2F  =     (aa'  +  66') .  «'6'  +  (««'  +  ßß') .  «'|i' 

+  (66'  +  €&) .  6'c'  +  (ßß'  +  )7') .  ßy 

+  (cc'  +  dd') .  c'd'  +  (yy*  +  W) .  y'^' 

+  (d€l'+  eu') .  d'«'  +  (W  +  €«') .  6'i' 

+  2  ( A  ama'  —  ^  «mc»')  +  2(  ^  e»ie'  —  ^  /k/^), 

also  nach  1)  oder  2): 

3).    .    .    .2F  =     (aa^+ 66'). a'6'  +iaa'+ßß').a'ß' 

+  (66'+cc').6'c'  +(/J/5'+y/)./r/ 

+  (cc'+«W'>.c'd'  +()7'  +  Ä«0Y*' 
+  (dd'+€«').d'e'  +(W+«0-«V 
+  (ee'+/-n.ij'r 
+  (aa'  -  ««') .  o'a'  +  («'— /T) .  «'^. 

Man  sieht  hieraus  deutlich,  wie  man  in  solchen  Ffillen  iri«   , 
der  obige  zu  rechnen  hat;    auf  weitere  Erörterungen  flber  iw* 
stehende    Formel    und    Verallgemeinerungen    derselben    mittaUt 
des  Positiven  und  Negativen  wollen  wir  uns  nicht  einlassen ,  da 
das  Obige  für  die  Praxis  vollständig  genGgt. 


Zur  geometrkchcn  Constrictlon  der  vierten  ud  der  Mittleren 

Proportionale. 

Von  Herrn  Dr.  K.   Weihrnnch  in  Arentbiirg  anf  der  Intel  OomI 

in  Livland. 

Die  gewöhnlichen  Lösungen  der  Aufgabe,  zu  drei  gegebenes.  ' 
Linien  die  vierte,  zu  zwei  gegebenen  die  mittlere  Proportionale  \ 
zu  flnden,  für  erstere  durch  Auftragen  der  Linien  auf  die  Sohea*  j 
kel  eines  beliebigen  Winkels  und  Parallelenziehen »  fSr  letitere  j 
durch  Construction  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  stehen  in  keioaai;« 
Zusammenhange.  In  didaktischer  Hinsicht  rouss  es  angenelM^ 
sein,  eine  Lösung  angeben  zu  können,  die  beide  FSlle  umrasst,  O 

Sei  a6c  (Taf.  liL  Fig.  13.)  ein  Dreieck,   in  dem  die  H6he  t 
gezogen  ist.    Ein  Beweis  des  Satzes,   dass  die  drei  HShen  «h 

] 
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icb  nicht  weiss,    und  auch  in  diesem  Augenblicke  nicht  ir«l 
untersuchen  mag. 

Wir  legen  die  beiden  auf  einander  senlirecbt  stehea 
Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel  als  Axen  eines  re< 
winkligen  Coordinatensystems  der  a:y  zu  Grunde;  dann  ist,  w 
wir  die  sogenannte  Potenz  der  Hyperbel  durch  &  bezeicbi 
die  Gleichung  derselben: 

xy  =  5*. 

Ein  beliebiges  in  die  Hyperbel  beschriebenes  Dreieck 
AqAiA^  und  die  Coordinaten  seiner  Ecken  Aq^  J|,«I^  seien 
ziebungsweise  ^ot^o»  ^i*9i9  ^%ty%\  so  >st: 

Die  Gleichungen  der  Seiten  AqA^  und  AiA^  sind: 

also  sind  die  Gleichungen  der  von  A^  auf  Ai  A%  und  von  Ai 
^o^  geßUlten  Perpendikel: 

^O ^«/  V 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  müssen  x,  y  bestimmt  wer 
um  den  Hohendurchschnitt  (xy)  zu  finden.    Nun  ist  aber: 


und: 


ö*  ©•  o* 


o«  5«  o«  ^ 

^o  --'  —  *       X*   :=:  —  >       X%  =  —  t 


also  nach  dem  Obigen: 


y-yo  =  -^5a    s«(^-^o)  =-sä*(«-«b). 

Xq    'X^ 
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—     — 

Vi       Vfl  ^* 


Wir  babeD  also  die  GleichuDgens 
^  imd : 
ans  denen  man  durch  SubtractioD  die  GleicbaDgeo: 

yi  — yo  —       gä      «» 


!'  alao 


.,  -.0  =  ^^N; 


folglich: 


also 


«i       «o""  ö*         *' 

Vi      Vo  o«         ^' 


OToari        o>  y(jyi 

erbftit»  welche  Gleichungen  an  sich  bemerkenswerth  sind.    Durch 
MoltiplicatioD  ergiebt  sich: 

«oyo'*iyi-««»^'^  =  ö', 

also  nach  dem  Obigen: 

5*5*ö*a:y  =  i^^xy  =  ©•, 
folglich:  _ 

a;y  =  o«, 

so  daas  also  der  Punkt  {xy)^  nfimlich  der  gemeinschaftliche 
Dnrcbschnittspunkt  der  drei  Hohen  des  In  die  Hyperbel  beschrie- 
benen Dreiecks  AqAiA%,  ein  Punkt  derselben  Hyperbel  ist, 
wie  behanptet  wurde. 
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Einige  BeMerkangen  «kcr  das  tm  den,  i%h  den  Spltien  eiiei  litl- 
ecks  sack  den  littelpankten  der  (legenseiten  geiagenen  Traufcndei 

ab  Selten   gebildete    Breieck. 

Von  dem  Uerautgeber. 

Das  von  deo  Transversalen,    u eiche   die  Spitzen    A,  B,  C 
eines    Dreiecks    ABC  mit   den   Mittelpunkten    der  Gegeoteiten 
O9  b,  c  verbinden,  die  beziehungsweise  durch  a,  ß,  y  bezeichnet 
werden  mögen,  gebildete  Dreieck  ist  schon  olt  betrachtet  wor- 
den,   auch  von  mir  selbst  analytisch  und    rein   geometrisch  b 
meinen    Supplementen     zum    mathematischen    WOrter* 
buche.    Tbl.  I.  S.  704.     Die  in  dem  trefflichen    Giornale  dl 
Matematiche,     pubblicato     per    cura    del     Professore  i 
G.    Battaglini.      Anno  IV.      Settembre    e    Ottobre   I86S.  i 
p.  293.    vorgelegte    „Questione:    Essendo    dato    nn    triaagolo 
ABC 9   si  formi  colle  mediane  un  secondo  triangolo,   dimostrars:  , 
che  Tarea  del  triangolo ,  che  ha  per  lati  le  mediane,   ha  an  rap* 
porto  costante  coll'area   del  triangolo  ABC    (Mogni).'*  verts- 
lasste  mich  zu  einigen  neuen  gelegentlichen  Betrachtungen  tibcr 
diesen  Gegenstand,   von  denen  ich  nachstehend  das  Wesentliche 
mittheilen  werde,    weil  der  eine  oder  andere  Aasdruck  vielleicht 
nicht  ganz   ohne  Interesse  sein   durfte,    oder  zu   Cebungen  fltr 
Schüler  benutzt  werden  könnte.    Alle  im   Folgenden   in  Adwch- 
düng  gebrachten  Formeln  findet  man  in  meiner  Abhandlung  Thctt 
XXXVI.  Nr.  XVIII.,  auf  welche  daher  hier  ein  fiir  alle  Mal  ver- 
wiesen  wird ;   auch  werden  hier  ganz  dieselben  Zeichen  gebraucht 
wie  dort   und   ganz  das  nämliche  Coordinatensystem   zu   Gmnde 
gelegt,  worCber  daher  hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist. 

Die  Coordinaten  von  C  sind: 

'2l2cosi4sinfi,     1Rb\\\Ab\uB\ 

die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Seite  AB  oder  c  sind: 

RsiwCy  0; 
also  ist: 

y*:=iR^  (2  cos  A  sin  Ä—  sin  C)* + 4Ä«  sin  A^  sin  fi«, 

woraus  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

J  +  Ä+C=I80« 
ist,   leicht  findet: 


;jP4},y 
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ys  =  R^{%m  C*  +  ialnA  sio  Beoa  C). 
it  fiberhanpt: 

[^  a*  =  je*  (sin  i4* -f  4  cos  il  8in  ^  sin  O , 
iS«=  Ä«(8inÄ«+48lDilco«Ä«lnC), 
ys  =  je*(8in  C*  -I-  48iD  ilsin  Acos  C). 

ikaontlich  ist: 

\:osABinBainC+  sin^cosAsinC-f  siniisiii^GosC 

=  i  (sin  A*  +  B\nB^^  sin  C*) , 
ich  ]): 

.   .    <i^  +  /J«+y*  =  3Ä*(sinil«+sinÄ«+sinC«), 

i^+/J*  +  y* 

JB*(cosi4sin  i?8inC-|- sinilcos  Asin  C-|-s2ni4siD  ficosC)* 
•kanntlich  ist: 

11*  -I-  A*  4-  r* 
8iOi<«4-Siog«  +  8iDC«=        ^jpi        » 

I  nach  2): 

a«  +  6«  +  c»""4* 

IS  1)  erhält  man  mittelst  der  leicht  zu  hewelsenden  Relation: 

sin  2A  -f  sin  2B  4-  sin  2C  =  4  sin  J  sin  B  sin  C 
Schwierigkeit : 

Ä* 

==  sin  A^  -f  sin  A«  -f  sin  C«  -f  16sin iil'sin ^sin  C* 

-|-16cosi4*sinA*sinC* 

•f-  166inil*cosJS*sinC* 

•f  16sinil*8in£*cos  C; 
»I  nun  nach  2) 

^J^±^+f^  =  9(Mni<«+sinB«+slnC«) 
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ist,  60  ist: 

=  7  (sin  J* + sin  Ä* + sin  C*)  +  2  sin  il»  sin  B«  (9  ^  16  cos  C«) 

+  2sin  Ä«sinC«(9— Wcosil«) 
+2sin  C«8ini4«(9— 16cos  B«) 
— 32  sin  2^«  sin  A«  sin  C«. 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  aus  den  TransFcrsalen  a,  j), 
als  Seiten  construirten  Dreiecks  dufch  J^  so  ist  bekanntlich: 

16z/«  =  2a« /P  +  2/5«y«  +  2y»a«— ««— /S*— y«. 

also: 

I6ii«  =  (a«+  /»•  +  y«)«— 2(a*  +  /J*  +  /*),     . 

folglich  nach  der  obigen  Gleichung: 

6) 
^^  =  7(sin  il*  +  sin  Ä*  +  sin  C*)  +  2sio  24«sinÄ«(9—  ]6cosC 

•f  2sini^sinC«(9— 16cosif 
•f  2sin  C*8in  iiS(9  —  16cosll 
—  32sini4«sin^6lnC<. 

Setzt  man  aber  in  dieser  Formel 

cosC*=  1— sinC«,     cos24«=  1— sin^l«,     cosA«=  1 — sinC 

so  wird  dieselbe,    wie  man  sogleich  übersieht: 

7)  1^ 

=7(sinilHeinÄHsinC*-28inil«8inß«-2sinÄ«sinC*-2«inC««iB. 

-f64sinil«sinA*sinC«, 
also ,    well 


«'»^=2ß*    «*"^=2Ä'     *''"'^=2Ä 


ist: 


16^      7(aHfeHc^-2fl«y-26«c«->2c«a«)  .  ^,  ..•.«•,, 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  gegebenen  Dreiecks  ABC  da 
Z>,  so  ist  bekanntlich: 

16I»»  =  2aV  +  26M+2c«a«— a*-6*-c* 


r 


I  Z>  =  2fi>sinil8inJBsinC; 

labo  ist  nach  obiger  Gleichung: 

folglich : 


BlisceUen.  343 


16^  =  9/)«, 

oder: 

«^     ^      3 

8) 

4^f  =  30,    5  =  j; 

wie  bekannt 

Nach  4)  ist  also: 

«) 

^      ««  +  /P+y" 

•    /)-o«  +  6«  +  c* 

WeU 

^'*= 26^ •    •»»*  =  2Ä'    **°^"-2R 

ist;    «o  ist,  wie  man  leicht  findet: 

2(6»  +  c«)— o« 
sinii*H-  ^cosilsinAsin  C  = jgi > 

also  nach  1): 

10) 

0^=  4 »    P*= 4 »    r—  4  ' 

irle  bekannt 

Bezeichnet  man  die  den  Seiten  a,  ß,  y  des  von  den  Trans- 
versalen gebildeten  Dreieclcs  gegenfiherstehenden  Winicel  dieses 
Dreiecks  durch  Ü,  ]S,  C;   so  ist: 

and   folglich  nach  10) ,  wie  man  leicht  findet: 

5a«--(6«  +  c«) 


cosÜ  = 


2Vt2(c»+a«)-6*){2(aH6*)-c«)' 
.  66«--(c«+a«)  _ 

11)....  ^cos»      2V^|2(a«+6^-c*lt2(Ä«+c«)-a«r 

cos  IL  ^^  f  , 

2Vj2(6«+c«)-o«H2(c«+o«)-6»J 


344  Miscelien, 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  am  das  Fon  den  TiaM 
versalen  gebildete  Dreieck  beschriebenen  Kreises  darch  X,  so  M 

u^  =  4ir>slD  Ü*  =  fi>(sin  Ä^^A  cos  A  sin  B  sin  C) , 
/3*  =  4»«  sin  S«  =  i2>(sin  fi« -f  4  sin  ii  cos  £  sin  C) , 
y>  =:  4ir>sinC*  ==  /^(sinC*+4  sin  J  sin  ^  cos  C); 

und  da  nun 

^/=:2ir«sinilsin]Ssine, 

/>  =  2/^asinilsinSsinC, 

4i^  =  3D 

ist;  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

12) 

Ä 6sinilsin^sinC 

B  ""  4r  r  (sini4H4coSilsin  AsinC)(sinAH4sinilco8iB8inC) 
^    \  X(sinC*-|-4sinilsinBco8C) 

oder  nach  dem  Obigen: 

13) 

JB %abe 

Ä  ""  V^|2(6«  +  c«)-a«||2(c»  +  a»)— 6«)|2(a*  +  ^«)— "^r 

Weil  nun  nach  dem  Obigen: 

.    ^       R    V^sin^l^-f  4coSi4sin^sinC 
8inJ=jg 2 

_Ä    V2(6« +  c«)-a« 
"B*  4Ä 

ist,  so  ist  nach  13): 

3a6c 


sinü  =: 


2ÄV|2(cHa«)— 6«||2(aH6*)-c«| ' 

3a6c 

2Ä  V  |2(aH6*)  -  c^l  i2(6Hc«)  -a^l ' 

3a6c 

__^^_^^_^_^____^______„_^^_^^,_____^_^__^____^,^_^_^^^___  • 

2ß  Vt2(6Hc«)— a«|  t2(c«+a»)-6«  J ' 
oder,  weil  bekanntlich 


14)....  <8«n»  = 


sintf  =: 


4Ä-^ 


ist: 
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$Sn:$n^=z  Sn — StmiStm, 
folglich : 

Sn  +  Sn-Sn  =  SmlS^n, 

woraus  sich  die  Gleichung: 

*> '^=s+^ 

ergiebt;    well  nun  aber: 

ist,  so  ist: 

Aus   der  Aehnlichkeit  der   Dreiecke  DEF  und   ABD 
ferner : 

also: 

3) 2ifti«  =  5„&,; 

und  folglich  auf  ganz  Shnliche  Art  wie  vorher,  weil  fins^ 

Ol 

4) «in*  =  Un  ÜU» 

Setzen  wir  nun : 

i*v  Üm—Un 

^^ »-  =  1^?^* 

so  ist: 

folglich  nach  2): 

0»fi  =  fiii(l  +  ^»), 
also  nach  4): 

SO  dass  wir  jetzt  die  folgenden  Formeln  haben : 

6)  .    .    .    .     U^^SUmS/l+qn,      ütm  =  Um(l+qn); 

oder  auch: 

7)  .    .    .    .  Utm=^Um\^l+qUf     ÜB«  =  m« VT+^. 

In  UiDlIcher  Beielchnoiig  wie  oben  bt: 
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also  offenbar  nach  7): 


8) 


Man  — IIa 


l^enn  man  oon  bei  der  annShemden  Berechnung  des  Kreis- 
mnfangs  von  den  Cmßngen  tf«  und  Vn  der  inneren  und  äusseren 
regolSren  necke  ausgeht^  so  kann  man  die  Rechnung  auf  ver- 
•cbiedene  Arten  anordnen ,  etwa  auf  folgende  Art : 

C7a«  —  «an tt2n— ti« 

^*'  ""  üa«  +  t«a»  ""  na«  +  tt« ' 
ti4»  =  iia«V"r+^,    174«= «2«  (1  +  ^); 

***  ""  Vjifg  +  U4II  ""  114«  +  Man  ' 
ti^  =  U4i,V]+94fi,      Ü8»  =  tl4^(l  +  fl'4"); 
_  U%n — «sw_«8«-"><4'« 

t  Blao  braucht  aber  bloss  den  Umfang  Un  des  inneren  necks 

sn  Grunde  zu  legen,  weil  sich  daraus  t/«  berechnen  lässt.    Es 
ist  nSmlich  offenbar: 

Sn,Sn^=  RlTuf     also    auch     UnXUn^  RlTn\ 

min  Ist  aber: 


folglieb  : 


l7.:i«.  =  l:Vl-4^. 
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also: 

10).    .....    .    .Vn  =  -lj=^=~. 

\   '      4n«Ä« 

und  wenn  man,   (vie  es  bei  allen  diesen  Rechnungen   bekanni 
das  Vortbeilhafteste  ist,    Acrl   setzt: 

II). . .  p.=      °"  "" 


V"'-(£)"  V"c-S'('+S) 


Weil  die  halbe  Seite  eines  jeden  in  den  Kreis  beschriebe 
regalSren  Vielecks  offenbar  kleiner  als  der  Halbmesser  ist,  so 

und  weil  nun  nach  Vorstehendem: 

ist,  so  kann  man  sich  bei  der  Berechnung  von  Vn  aus  Un  zw< 
massig  des  Binomialtheorems  bedienen,  wodurch  man  in  der 
kannten  Bezeichnung  der  Binomialcoefficienten  den  folgen 
Ausdruck  erhält: 

ü.=„.{i-(-4)..(iy+(-4)..(gy-(-4)..(gy+. 

Nun   ist  aber    bekanntlich: 

(-*)•-         O^      -  +  2.4' 

— I 1—1.-4—2 1.3.6 

^—v*—  OTä  ~      2.4.6' 

/     n       -4— 4-l-4-2-4-3_  ,  1.3.8.7 
(-4)4  -  172X4  —  +2.4.6.8 ' 

U.   8.   W., 

also: 


i2)....t7.  =  «.n+4.(£y+o(£y 


.  1.3.5  /««Y 
+  2.4.6  VW 

.  1.3.5.7  /M«Y 
+  2.4.6.8  VW 


l'J- 


Miscel/en.  349 

Wmu  man   die  vorstehende  convergirende  Reihe  bei  einem 
gewiiato  Gliede  abbricht  >  also  etiva: 


M.    P.  =  *."+.(g)"+^'-S)' 


\ 
\ 


+  2 


1.3.5    /UnV 


.3.S    /Un\ 

.4.6  A2n/ 

■  1.3.5.7    /Un\ 
+  2.4.6.8' V2ny 

U.   8.    W. 

+     2.4.6.8....2A    ^2117 

etit,  80  kann  man  den  Fehler,  welchen  man  bei  der  Bestim. 
long  ¥on  17«  begeht,  auf  folgende  Art  beurtbeilen.  Es  ist  offen* 
V  die  Summe  der  auf  das  letzte  Glied  der  eingeklammerten 
elbe  folgenden  Glieder: 

l.3,S,,.,(2*+l)   /tg,\«M^«     1.3.6....(2A4-3)  /ttb\«*+* 
2.4.6....(2A  +  2)A2ny         +  2.4.6....  (2Ä:+4)'V2ny    ^ 

+  2.4.6....(2Ä  +  6)  A2«/ 

<(s)""+(£r+(£r*<sr'+ 

Iglich    kleiner  als: 

(gr"+(£)'+(s)'+(s)^-i. 

Im,    wie  aos  der   elementaren  Lehre   von   den  geometrischen 
bekannt  i«t,   kleiner  als : 

V2» 


2n/ 

■i  der   Fehler,   welchen  man  begeht,    wenn  man  Vn  mittelst 
Iv  Fonael  13)  bestimmt,  ist  also  immer  lileiner  als: 


m 


-er 


350  Misceiien, 

üass  dieser  Fehler  in'«  Unendliche  abnimmt,  weno  k  h'i 
endliche  wSchst,  ist  klar,  weil  5-  <!  ist;  natfirlieh  sind  % 

(T^   hier  als  constante  Grossen  za  betrachten,   indem  man  1 

sich  verändern  Ifisst. 

Bei  der  Rechnung  nach    den  Formeln  9)   ist  vorzfiglid 
Berechnung  der  Quadratwurzeln: 

ISstig,  weshalb  man  sich  bei  dieser  Berechnung  auch  v 
zweckmässig  des  Binomlaltbeorems  bedienen  wird,  wie  wii 
(Ar  die  erste  dieser  Quadratwurzeln  zeigen  wollen.  Weil 
5)  offenbar  fn  <  1   ist,  so  ist  nach  dem  Binomialtheorein : 

vT+^  =  (1 +^)i  =  1 +(i)i?«+«),^.«+a)tv«»+... 

und  folglich ,   weil : 

(«1=1= +  4. 

(*)•—      12     —       2.4' 

^ih-—   1.2.3         — '•'2.4.6' 

(4;4  —  1 .2.0  ■"  "  2.4.6.8  • 


u.  s.  w. 


ist: 


14) 

VThn  =  1  +  49«  -  o  *•' + OTB*"*  ~  'liö:8*-*+ •• 

Die  eintelDen  Glieder    dieser  Reihe  berechnet  man    am  f 
nach  and  nach  mittelst  der  folgenden  Formeln: 

1.3      ,        1       ,  3y» 

2X6»"  =2:4»-    "T' 

1.3.5      ^  ___    1.3      j  5^« 

2:4jO^"  -otb«"  "F' 

1.3. S.7         _   1.3.5  7y, 

2.4.6.6.10*"  —0:6.8*"  •  W 

O.   8.   W. 


w 
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r  Znr  Berechnang  voo  ti2m  aus  un  hat  man  nan  nach  9)  die  fol- 
IMe  Formel: 

w  1  1    ^  1     1   R 

[l5)...i«*.=«,(l+i».-.j;j9«H2X6»"'-2±0»"*+"^- 

Meibt   man   nun   in    dieser  Formel  bei    einem    gewissen   Gliede 
leben  and  setzt  demzufolge  etwa: 

1  1.3 

1.3....(2A^3) 
'--K-^r     •-2.4....2A     ^» 

»  kaoD  man  den  Fehler,   welchen  man  auf  diese  Weise  begeht, 
if  folgende  .Art  beurtbeilen. 

Man  setze  der  Kürze  wegen: 

17)...   Ci  =  4.   ft  =  ^^I?^fi^r  A>i; 

I  ist:. 

mam  =  u,\l  +  Ct  gn-  (^gn*+C,q,'-....  +  (- 1)*-»  Ctg»*} 

(_l)*«,tC»+i9«*+*-  Of «?.*+■  +  Ct+iqr,*+»-  C*+49.H« +....} 
=  «.n  +  Q  y«-  Cj9,»+  C,g.*-....  +(-!)*-»  C»9,*) 

(Ct+i  ?«*+»  -  C»+«7»M-«) 

j  -Ka+sv«*+»-Ok+6».*+«) 
^  + 

Weil  nacb  17)  fllr  £  ^  1 : 

2A  — 1 
Ct+i  =  Ck.  2i^<2 

,   so  bildeo  die  positiTeo  GrSasen 

Cit    0§»    t<j»     C/4,    1-0)  ..•• 

eo  »o  wie  die  Potenzen  von  gn  eine  fortwährend  abnehmende 
A«,  ond  die  Differensen: 

n«  8*  w. 


+ (- 1)*«,  1 
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sind  folglich  offenbar  säimntlich  positiv;  also  ist  nach  den 

utn  >  tt.ll  +  Ci9.-CB^«*+C8y«*— ....  +(-  l)*->ft^M 

oder 

uzn<un\l  I  Ci9«-Ci9,.«+Ciy»»-....+(— l)*-iQ^»|. 

jenachdeni  k  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist 
Folglich  ist  immer: 

jenachdem  k   ^^„^^^^^   •»*»    ""^  ^^  sind  also: 

jederzeit  zwei  Gränzen,  zwischen  denen  uim  liegt  Der  abseht 
Werth  des  Unterschieds  dieser  beiden  Grfinzen,  welchen  der  t 
bestimmende  Fehler  offenbar  nie  übersteigen  kann,  ist: 

und  es  erhellet  aus  dem  Obigen  leicht,  dass  dieser  Fehler  ia' 
Unendliche  abnimmt ,  wenn  man  k  in*s  Unendliche  %Tachsen  lisi 
wobei  man  noch  bemerken  kann,  dass  n«  nie  grösser  aU  2«  is 

Nachdem  man   ün   nach   der   oben  gegebenen   Anleitung  h 
stimmt  hat,  kann  man  die  Formeln  9)  nun  auf  folgende  Art  dai 

stellen : 

18) 

_   ün  —  ttn 

«to  =  «,(1  +  i?,-  ^9'*+  'i.iTe^-'-  2X0»-*  +  •  ••>' 

üfu  =  Un(\  +  gm)  i 

M4-  =  «««(1  +  *V««  -  274 9«-'  +  274:6^'-2.i±8 '*•*+->• 
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»*•  =«!.  +  «*.' 

1  1.3 

Ute  =  tita(l  +  kq^  — O^*"*  "•■  270^*"* 


1-3.5 


{78ii  =  ti«ii(l'|-94ii); 


U.    8.    W. 


Aon  der  ersten  der  beiden  Formeln  6)  erhält  man  nach  und  nach : 


na» 

«4» 


MBU  = 


«16»  = 


««Vi +  7«, 
iitiiV^i+9«« 

tt.Vi+9«.V"l+9t«, 

Ute  Vi  4- 9411 
«8«  V  1  +  98« 

tf«  VTT^.  Vi+^.  VIT^.  Vi  +  98«, 


a.     8.     w. 


abo  allgeiDein: 
10)  •f^*^==iii,VT+^. Vl  +  ^.V  1  +  ^4«.... Vl+9^*Ii^. 
Ferner  ist  nach  4): 

(V«>*  =  V-^«^«*«' 

ateo    nach  19): 

lf.«(l  +  qn)  (1  +  q%n)  (1  +  94«)  .-  (1  +  V""«) 

=  «« V  i +9«.  Vi + 92„.  vr+jü....  V 1 +9^*-«^.  17^*^, 

ood   folglich: 

20) 


ü^»^  ==  M«  VIT^i..  VIT^.  VT+^....  VT^^ 


oder: 


21) 


,  V^k^  =  M«  VT+^.  Vr+  q%^.  VI+9^... V 1 + g^k^i^.  Vl+9r^*-i, 

i         TkaU   XL'VI.  «  M 


'■  *^ 
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daher  nach  19)  und  21): 

wie  es  nach  der  zweiten  der  Formeln  7)  sein  muss. 
Weil  natürlich 

ist,    so  sind: 

zwei  Gränzen,    zwischen  denen  27c  liegt. 
Nach  5}  ist: 

also,    weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich: 

Sn'in  =  üniUn  =  Ä:r« 

ist: 

*      /g        Ä  -  r„ 

^> ^»  =  rT^=irrr.' 

und  für  /2  =  1 : 

24) *-  =  TT7;' 

woraus  zugleich  erhellet,  dass  immer  9fi<]  ist. 
Nach  8)  nnd  7)  ist: 

also: 

""^ ^=viT^r 

oder :  

^  (\^H-g,-l)« qn 

**•  9«  (VT+^  +  1)«' 


• 
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«bo: 

*»>  1  ....  02ii  =S SSI >  —  » 

^  ^-  2  +  y„+2Vl+yn 

^  und  da  nun  offenbar: 

2  +  i7„+2V^TT^>4 
ist,  so  ist  immer: 

27) q^<  %qn- 

Daher  ist  nach  und  nach: 

g^n   <  iqn, 

1 

1 

^'Ißii    <  \q^n  <  Ji^'n. 
U.   8.   \V., 

also  allgemeth: 
t  1 

28) V«^4*^"' 

woraus  man  sieht,  dass,   wenn  k  in's  Unendliche  wächst,   q  h 
Id's  Unendliche  abnimmt,  sich  also  1  -\-q  h    oder  auch  l-fa  k^i  , 

folgtich  natOrlich  auch   VI  +5^  *-i^,  in*s  Unendliche  der  Einheit 
als  GrSnze  nähert. 

Diese  Bemerkungen  Ober  den  vorliegenden  Gegenstand  mögen 
fUr  jetzt  hinreichen. 


Einfacher   Beweis   der  Formel   e**=co8j;  +  isina:. 

Von  Herrn  Dr.  K.  L.  Baaer,  Assistenten  der  Physik  am  Polytechnikum 

in   Carlsrnhe. 

Von  den  bekannten  Beweisen  obiger  Formel  basirt  einer  auf 

der  Definition  der  Exponentialgrusse  e*,  auch  bei  komplexen  1, 

% 

als  Grenzwerth  der  Potenz  (l  -{■  — )'"  für  ohne  Ende  wachsende  m 

m 

(Scblomilchy  Hub.  Anal.  1. 258.  u. s.  w.) ;  ein  anderer,  weniger  zu 

enpCebleoder,  auf  der  imaginären  Substitution  ort  statt  a:  in  der 
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für  reelle  x  eotwickelten  Exponentialreihe  (Stern,  Algehr.Ai 
8.  179.  a.  8.  w.).  Ifit  man  id  der  Wahl  der  Beweismittal  ul 
schränkt»  so  dürfte  man  am  einfachsten  zum  Ziele  gelangen  wie  U 

Jedenfalls  werden  wir 

1) e*'  =  a  +  i» 

setzen  können,  so  dass  u  and  v  reelle  Funktionen  von  x  beJ 
ten;  diese  sind  za  ermitteln.  Differenzirt  man  beiderseitig 
Bezog  auf  or,  so  folgt: 

du       Ao 

welche  Gleichung  sofort  in  die  beiden  anderen  zerftllt: 

du 

Hieraus  ergibt  sich  weiter: 


du  ^     dv     ^ 


oder,    was  dasselbe  ist: 

d(u^  +  v*) 
dx 


=  0,     a«  +  »«  =  Const 


Weil  nun  gemäss  1)  gleichzeitig  a?=0,  tt=],  v=:0  zu  nel 
ist,  so  hat  man  bestimmter: 

4) M«  +  r«=l. 

Nach  dieser  Beziehung  verwandelt  sich  Gleichung  3)  in : 

dv  ^  ,  -, 

^        —  =  dar,    arc sm  9  =  o:  4- Const. » 

und  mit  Benutzung  von  4): 

0  =  sin  (o:  -f  Const.) ,    u  =  cos  (x  -f  Const)* 

Die  Integrationskonstante  bestimmt  sich  wie  oben  durch  Sp( 
lisirung  von  x,  u,  v  in  0,  1,  0;  wornach  die  Konstante  gh 
zeitig  den  Bedingungen  zu  genügen  hat:  sin  Const.  =0,  cosG 
=  1,  woraus  Const.  =i2m7c  folgt,  ein  ganzes,  positives  oder  n 
tives  Vielfaches  der  Kreisperipherie.  Gleichung  1)  ist  also 
schreiben : 


f\    t , 
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e*'  =  co8(X'\-2mjt)  +  tsin  (x  +  2mn) 
=  cos^-f-tsinor, 

1118  aacb  leicht  6^«>^'=:  I,   also 
10 «*'+*»'''  =  cos  a?  +  t  sin  ar 

■ 

Man  könnte  dieses  Bewelsverfahren  etwas  abändern^  indem 
nan  die  logarithmische  Ableitung  von  Formel  1)  nfihme.  Man 
irGrde  dann  aof  die  Differentialgieichongen  geßihrt : 

«rv  du  ^     dv       ^ 

«') «5i+''5i  =  ®' 

3') «'  +  ""  =  »5^-' 'di- 

welche  beide  aocb  aas  2)  and  3)  gefolgert  werden  kOnnen.     In 
der  Gestalt 

'  +  (;) 

sie  ebne  Weiteres  integrabel  und  führen  also  ebenfalls  zum  Ziel. 


Ueber  die  in  Tbl.  XLV.  Heft  2.  S.  219.  mitgetbeilte  Suaimi- 
rangsformel  des  Herrn  Älessandro  Dorna  in  Turin. 

VoB  Herrn  M.  Cortze,   Lehrer  am  G^ronasiiim  in  Thorn. 


>le  in  Tbl.  XLV.  Hft.  2.  S.  219.  mitgetbeilte»  dem  treff lieben 
Giornale  di  Matematicbe  di  Napoli  entnommene  Formel 
de«  Herrn  Älessandro  Dorna 

(i) 
4«coß09+(ii-l)cos9+{n— 2)cos29+.;..+2cos(n— 2)9+l.cos(n— l)g) 

sin*in<;o 

2sin*i9> 

ULsst  sich  in  folgender  Weise  leicht  entwickeln.    Bekanntlich  ist: 

(2) 
.         o     .        Q     .        .                    cos4(p  +  l)9.sin4pg) 
ces^  +  cos  2g)  +  coBog>  + ....  +  cosp^  = ^T=~T  ' 

Setxt  ttan  bierin  der  Reibe  nach: 

pssn— 1,   fi  —  2,    n — 3,.. ..39  2,1; 

eo  erUUt  man: 
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cos9)4co829'|-co8394'**'|-co8(n-2}9)'|-cos(n~])9= ^~i|»      m 

co6<;o-fco82<;o-|-co8397-|-..-^co6(lt-2)9  = — .  \"^^^^ 

co89J+co82^+co839+..-fcos(n— 3)9  = —      '     .    ^       — ^ 

u.  8.  w.     a.  8.  w. 

^ '         ^ "         ^  8in  ^9 

n  C08  So .  8in  |o 

C08a}-|-C082a)  = ^T--i » 

co8|a>.8inlay 

and  hieraus. durch  beiderseitige  Addition: 

(w— l)cos9+(w— 2)co82g)+(n— 3)co839+...+2cos(n-2)9+l.co8(ii- 

c  co8in(;p.8ini(n — l)9-fco8i(n  —  ]) 9610^(11  —  2)9>  +  ....  ^ 

\ ....  H-coslysinfy  +  cos %q> . sin  \q>  i 

sin  iqp 

Verwandelt  man  jetzt  nach  der  Formel 

cos  a .  sin  /3  =  i  [sin  («  +  /?) — sin  (a — /S)] 

jedes  der  Producte  im  Zähler  des  Bruches  auf  der  rechten  & 
in  eine  Differenz  zweier  Sinusse,  so  erhält  man  nach  leid 
Umformung : 

(n-l)cos  9+(n-2)cos2gj+(w-3)cos3gp+....+2cos  (n-2)9>-f  l.cos(fl- 
8inj()p-f  sinl9''t'6>o«9''r  •— +  ^in — ü — 9  + sin — ^ —  9 

2  sin  im 

Der  Zähler  des  Bruches  lässt  sich  Uir  a:=z\(p,  ß  =  g>  und  m: 
nach  der  Formel 

sin«  +  sin(«  +  l3)  +  sin(a  +  2/3)+....  +6in(a  +  (m— 1)/J) 

_  sin  («  +  i(m— 1)  P) .  sin  jmß 
""  sioijS 

zusammenziehen,   und  ist  dann: 

sin  (l(p  -j-kin  —  I)  y) .  sin  inq>  ^  sin^^ny 
sin  49  ""   sini9  ' 
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[ 

ikrt  man  diesen  Werth  des  Zählers  ein ,  setzt  ~  5  auf  die  linke 

We  ond  beachtet,  dass  eos09>  =  l  ist,  so  ergibt  sich  unmittel- 
Ir  die  Formel 

eosO^-f  (it — l)cosg)  +  (n— 2)cos2qp+...+2cos(n— 2)g)+I.cos(n— l)g) 

"  2 sinnig)' 

18  die  zu  beweisende  Gleichung  ist. 
Behandelt  man  die  bekannte  Formel: 

^  .  .  ^        .   «    .  .  sini(n+l)a>.sinjng) 

C3)  ...  sin9+8in2g)+sin39+....+sinnqp=: —      sin^p 

derselben  Weise  wie   Formel  (2)  unter  Beachtung   der  Glei* 
vngen: 

sina.sin/J  =  i[cos(a — ß) — cos(a+/5)], 

cosa  +  cos(«  +  13)  +  cos(a  +  2)5)  +....  +  cos(a  +  (n  — 1)/3) 

cos[«"f  i(n  — l)|3]sinin/? 

sin  iß 

I  erhält  man  sehr  leicht  folgende,  vielleicht  eben  so  interessante 

»rmel : 

(4) 

— l)8ln^+(«— 2)sin2g)+(n— 3)sin3g)+...+2sin(ii — 2)9-|-l.sin(ii — \)q> 

^^  nsing}— sinn^p 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Formel,  die  sich  nicht  gut  anders 
hreiben  lässt,  würde  ich  die  Formel  (1)  auch  folgendermassen  zu 
hrelboD  mir  erlauben: 

(5) 

— I)co89+(n-2)cos29+(n— 3)cos39+...+2cos(ii— 2)g)+I.cos(it-l)9) 

sin*4«9---nsin*49 


chreiben  des  Herrn  Gymnasial- Oberlehrers  Dr.  Meyer  in 
Banzlan  (Schlesien)  an  den  Herausgeber. 

lo  Folge  Ihrer  im  dritten  Hefte  des  45.  Theils  ihres  sehr 
MchfttxteD  Archivs  Seite  348.  enthaltenen  AufTorderuog  zur 
ttdmfaiDg  eines  directen  Beweises  der  Relationen: 
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1) 8in20o  +  8iD4(K>  =  8in80o, 

2}      ^8iD20<>.8in4(r>-f8in20<>.8in80<>-f8in40<>.8in80<>  =  i, 

3} ]68in'20o.sin40o.8in60o.8in80o  =  3, 

erlaube  ich  mir,  Ihnen  nachfolgend  einen  8olcheD  Beweis  nr 
fölligen  Hittheilung  ffir  da8  Archiv  zu  übersenden: 

1).   .   .  8in 20^ -fsin 40^=2 8in ö -cos 5 

==  28in3ao.cos  10»  =  co8  IQo  =  B\n9Q9. 

2).   .   .8in80o.8in40O4-sin80O8in20o— 8in40o.8in20o 
=  co8lO<>(sin400-f  8in2(K>)  — Icos20*>4leo860o 
=  co8lOo.28in30o.co8lO<>— i(2co8<100— 1)  +  i 

=  CO8«100— CO8«100  +  i  +  J  =  }. 

3)  I68in2(y>^in40<>.8in6()<>.8in80<>=8sin20o.sin60<>(co84(y>-cosl^ 
=  8sin20o.8in60o.co840<'-f88in20o.6in30o.8in6g» 
=  88in20o.sin60o.co840o+48in20o.8in60o 
=  4  8in  60<>  (8in 600  -  sin  200} -f  4  8in  60« .  8in  200  =  4 sin «600  =  i 

(VergL  8.  143.) 


B  e  r  i  c  h  t  i  g  u  n  g  e  n. 

Thl.  Vn.  8.  105.  Z.  9.  statt  1  — cosy*  setze  man   1  —  siny«. 

—  —   S.  105.  Z.  6.  Y.  u.  mtiss  es  statt 

-  ""^"V^*  { Bin  JC*  cos i(9  ~  V)*  -  CO8 4^  »in 4(9  -  ^)«  | 

heissen : 

_  !!E^d^ {BiniC«  co8i(9- y)'  -  C08  l(7«8in4(9  — V)"  I*. 

—  —  8.  106.  Z.  17.  von  unten   statt   Ä^zs  — 2U ijcotiC  setie 


Draelcfeliler  In  Settrön's   BiehenmteUi^en    lionpasü 

mentafeln. 

No.  18.    TaiL  8.  6.  Fnsstabelle»  Spaltes  zwischen  Zeile  1  mitD.  und  Zd 
fehlt  in  einigen  Auflagen  das  Minuszeichen  ( — ). 

No.  19.    Tafln.  &448.  Diff.  zwischen  logtang890  58' lO''  und  20*^ 
Ues  488. 


-  *^ 

364  Neid:    Wurßewegwug  fm  ftfdertfekenden  MiUei 

Zar  BestimmuDg   der   Constanten  C  wird  -^  =  Feos« 
f  =  0,  daher  C=:  Fcoea. 


-jj  =  Fcosa.e     • 9) 

Nach  den  Gleichnogeo  8)  hat  maa  ferner: 

ds  dfl 

^^--^  dx 

dt 

und 

woraus  man  ableitet 

Setzt  man  nun 

du 

TU^P- W> 

SO  ist 

dp  ^^    \dx/  dxd^y  —  dyd^x 

dx  dx  dx^  * 

gdfi+  dpdx  =  0 II) 

Aus  9)  und  11)  erhält  man  durch  EliminatioD  tod  dii 

dp+ri^'^^  =  o. 12) 

Eliminirt  man  dx  vermittelst  der  Gleichung: 

so  ist: 

dpynTpi+  yi^e^dt  =  0. 

Diese   Gleichung   iDtegrirt   und   die    willkflhrliche   Conataal» 
gleich  iL  gesetzt,  so  erbilt  man: 

13) 
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Znr  Abkfirtong  schreibeo  wir: 

pVT+7r«  +  /(p+ VTFi^  =  ^(p) 14) 

Dadarch  geht  die  Gleichung  13)  über  in: 

Zar  Bestimmong  von  L  hat  man  p  ==  tgo,  wenn  f  =  0: 
Ans  12)  and  15)  findet  sich: 

*'^=r^^) «^ 

and  mit  Beachtang  von  10): 

**=iiE^) ■'« 

Ana  den  Gleichangen  11)  ond  17)   läset  sich   die  folgende 
ableiten: 

V^.Ä=     ^^"^^      > 19) 

Das  negative  Zeichen  wurde  gewählt,  weil  p  abnimmt,  wenn 
i  wSchst 

Um  auch  die  Geschwindigkeit  zu  bestimmen,  hat  man: 

di     'dxVT{^ 

""^di^ dt" 

Ibiglicb  nach  9): 

i>=Fcoso.r-*»VT+p«, 20) 

oder  wenn  «  vermittelst  15)  eliminirt  wird: 


:=,\f9.\r^TEL 21) 

-If  6    If  L—A{p) ^^^ 


A{p) 

Die  hier  Sfter  auftretende  Funktion  A{p)  wollen  wir  die 
I/amdafunktion  nennen.  In  Tafel  1.  sind  die  Werthe  derselben 
berechnet»  so  dass  man  ffir  jedes  p  das  zugehörige  A{p)  ein- 
bch  daraus  entnehmen  kann. 


S.  4. 
Die  Gleichangen  17),  18)  und  19)  lassen  sich  nicht  integriren; 


*■ 
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DiaD  muss  desshalb,    um  die  Coordinaten  der  Bahn,   ao  wie 
Flugzeit  berechnen  zu  kSDoen,  zu  einer  Näherungsmethode 
Zuflucht  nehmen.     Wir  setzen  voraus ,  die  Gleichung  der 
lasse  sich  in  folgender  Form  darstellen: 

Die  successive  Differentiation  dieser  Gleichung  ergibt: 

j^  =  J  +  2Äa:  +  3Gr«+4Z)a:«  +  6£ir*  .   .  .  .«> 

^  =21? +6Cr +  121)0* +  20JEa?* M) 

^,  =6C+24JDar-f60£«* 25) 

^=24ß+l20£^ ») 

etc. 

Um    die    Werthe  der   DiffereatialqaotieDten    abruleiten,  m 
folgt  aus  10)  nnd  17): 


^ss— 6(I,-^(p)). 27) 


ä^ 


^'=2*i^rTF-.g. 


dx 
oder : 

2^,  =  ~26«(L-^(p))Vr+^ 28) 

lo  ähnlicher  Weise  erhält  man: 

29) 

Aus  10)  und  23)  folgt  p  ssA  +  2Bx  +  3Gr*  +  ....  Setzt 
man  :r  =0»  so  wird  p  =  tgo,  daher  A^iga.  Ebenso  erhält  maa 
durch  Gleichsetzung  von  24)  und  27),  von  25)  und  28)  ete.  die 
folgenden  CoefBcienten,  nämlich: 

^""     2F«cosV    ^""""SF^sosV  ^""12F*co8*a     6P«co8V' 
Daher  ist  jetzt  die  Gleichung  der  Flugbahn : 
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Daher  heisBt  jetzt  die  Gleichang: 

,=^,.i_!i»-«»e 

Ffir  £=:m  wird  17  =  it»  daher  erhalten  wir  die  Beiiebtuif{: 

„==*«2+i£*„ », 

Hiernach  Iftsat  sich  n  berechnen,  sobald  m  bekannt  ist  Wh 
bestimmen  aber  den  Werth  von  m  vermittelst  der  Bedingn^ 
dass  der  durch  B  und  C  gelegte  parabolische  Bogen  dem  Bof[« 
BMC  der  ballistischen  Curve  gleich  wird.  Um  die  Parabel  ■ 
rektificiren,  ist 


Zur  Abkürzung  setzen  wir  A  -f  2jI?£  =  z«   folglich : 


2« 

Die  Integration  ergibt: 

^  =  42(«V'lT^+  /(«+  VI+?))+const 
und  mit  Beachtung  von  14): 

0  =  jg  -/i(j;)  +  const. 
Fflr  c  =  0  ist  I  =  0,  «  =  A,  also: 

const.  =  -  ~g-^ ,     4Ä<y  =  -^(i)— -4{^) . 

Um  den  ganzen  Bogen  BMC  zu  erhalten,  ist  zu  setzen: 

2  =  A-^^Bm  =  tgV;, 
und  weil  nach  34): 

2 

4Ä  =  -(tgt>/-tg9), 

so  findet  sich: 

Wird  in  diesen  Ausdruck  der  Werth  von  a  aus  31)  geset 
so  erhält  man: 


.       ■  A 
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Rq 


m  sec  V 


Für  den  Punkt  C  ist  dagegen : 

_j  m  sec  'ip 

«1  = 


^0  = 


sec'^ 


6(L-yitg9) 


^1  = 


sec*t|^ 


6(L-^tgt^)" 


tg9  — tgtj;' 

Da88  diese  Werthe  von  R  ond  ^  nicht  übereinstimmen, 
schon  daraus  hervor,  dass  bei  R  nur  im  Zähler  eine  Veriiidi^| 
liebe  vorkommt,  ivährend  bei  q  auch  der  Nenner  veräDderlick  iit] 

Statt   der   Gleichung  32)   legen   wir   jetzt   die    folgende 
Grunde : 

v^Ai+ßp+Q^+DS' m 

und  wollen  die  vier  Coefficlenten  dadurch  bestimmen,  dass  wir 
ausser  den  früheren  Bedingungen  auch  noch  die  KrüniiiioBgci 
am  Anfang  und  Ende  des  Bogens  BC  in  Uebereinstimminlj 
bringen. 

Bezeichnet  man  den  Krümmungshalbmesser  der  durch  40)  dtf-i 
gestellten  Curve  durch  R,  so  ist  für  den  Punkt  M: 


Ä  =  ± 


Bec^e 


2B  +  6CS  +  12DP 


41) 


Von  den  beiden  Zeichen  behalten  wir  das  untere  bei,  daoit 
R  positiv  werde.  Denn  ß  ist  jedenfalls  negativ,  da  ^1 
=:A  +  2ßi  +  9C^  +  \Dl^  und  A  =  X^q>,  der  Winkel  B  aber 
kleiner  als  q>. 

Zur  Bestimmung  von  A,  B,  C,  D  haben  wir  folgende  Glei- 
chungen: 

tgg>  =  ^, 

tgif;  =  A^2Bm^ZCm^\iDm^, 
sec  ^(p  sec  '<p 

sec'i^  secV 


6(L— ^tgtj;)  ""      2Ä+6Cm  +  12Z)iii** 

Die  Werthe  finden  sich,  wie  folgt: 

42) 
A  =      tgg), 

Ä===-46{L-^tgg)), 

Zm^C  =     3(tgt— tg9)) — ABm  -f  6m(L— ^tg^) , 

2m*Z>  =     tgy  —  tg^  +  jBm  — 4Äm(L— ^tgij;). 

Werden  diese  Werthe  in  die  folgende  Gleichung  eingesetit! 
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log*  =  9.8239087 

log«iD*2O30'  =  7.2793592 

Comp,  log  cos  5<>  =  9.9983442 

7.1016121 

iog2  =  0.3010300 

log  sin  50  =  8,9402900 

logi  =  9.2418786  danach  s=     0.174S 

Genauer  ist  s=     0.1745 
Fehler     =—0.000(1 

Der  Fehler  Ist  also  bei  einem  Winkel  am  Mittefpunkt  ▼• 

kleiner  als  önfMinnfl   ^^^  Halbmessers.     Bei  einem   Wink 
5^  Ist  der  Fehler  32nial  kleiner. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  man  mittelst  46)  einen  Böge 
sehr  genau  bestimmen  können ,  wenn  a  und  ß  kleine  Wink« 
Zerlegen  wir  in  46)  den  Nenner,  so  erhalten  wir: 


Der  Ausdruck   in  der  Klammer  ist  nur  vom  Produkt   der 
Tangenten  abhängige    Wir  setzen  jetzt: 


und   erhalten  danach: 

*  =  c.i^(tgi«tg4i3) 

Die  Tafel  II.  enthält  für  log(tgiatgi/3)  die  zugehörigen   \ 
von  logi^(tgiatg|j?)  auf  5  Decimalen. 

(Taf.  VI II.  Fig.  4.)     Bezeichnen   wir  jetzt  wieder   den 
BMC  durch  c  und  ^  CBP  durch  x,   so  ist  nach  49): 

und  diesen  Werth  demjenigen  der  Gleichung  31)    gleiclig< 
erhält  man: 

_  1  ,/l^— .^tg^X    cosx 

»*"  -  26'U  - -^tg9>y  •  ^(tg4(9 -X)  tg4(*  -  *))• 
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Om  aber  hiernach  m  berechnen  zu  können,   mnsa  der  Win- 

U  %  bekannt  sein.  Nach  der  Figur  ist  ig%=s—^  ond  für  n  sei- 
So  Werth  aus  44)  gesetzt: 

tgK  =  J(tgg)  +  tgij;)  +  TW(-^tgg)  — ^tg^)m. 

'•  hier  m  noch  im  letzten  Gliede  auftritt,  so  müsste  dessen 
l^erth  bekannt  sein.  Beachten  wir  aber,  dass  dieses  Glied  gegen 
fts  erste  sehr  klein  ist,  indem  b  ein  kleiner  Bruch,  so  kunnen 
rir  f&r  m  seinen  Näherungsv?erth  nach  37)  nehmen.    Dadurch  wird : 

tg«=4(tgg)  +  tgi»;)  +  A(tg9>-tgt)/(£^[-|^).     52) 

Ora  die  hier  vorkommenden  natfirlichen  Logarithmen  in  Brigg- 
che  zu  verwandeln,  dividiren  wir  durch  Jlf:=  0,4342945  und  haben 
sdlich  sur  Bestimmung  von  m  und  n  die  Gleichungen: 

53) 

tg«  =  *(tg9  +  tgi>/)  +  i2a(^gy-*g»)'^g(Ll^tgy)' 

^_     I     .      /L — ^tgt[;\    cosx 

-  2if6*''ßU  -  ^tgg);  •  ^i(tgi(9  -  X)  tg J(JC«V;)) ' 
fl  =:  mtg». 

§.  7. 

Ffir  den  niedersteigenden  Ast   der   ballistischen  Curve   sind 
e  Tangentenwinkel  grosser  als  00^.    Wir  wollen   daher  unter- 
ichen,   wie  sich  die  Lamdafunktion  bei  negativen  Werthen  von 
▼erh&lt.    Sei  /»  = — p^ ,  wo  also  p'  positiv,  so  Ist,  weil 


m 


-'(p)  =  P  VT+p»  + /(p+ ^1+p«), 
•DD  p'  eingesetzt  wird: 

^(-pO=-(p' Vil^+/(p'  +  V"r+7?5))=_^(p'). 

iemach  ist  also  allgemein: 

wi(-.p)=-^(p) .64) 

Statt  der  stumpfen  Winkel  fp,^  und  x  (Taf.VIII.  Fig.  5.)  wol- 
•  wir  fibrigens  Ihre  Supplemente  9>i,  4^»  x^  einfilhren.    Da  nun 


,    i. 


*V 
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Seist  man  darin  |=c»y    so  wird*^  =  tg8,    daher: 

tKt  =  tg«'  +  6(L  +  ^tg«')» «) 

Endlich  hat  man  noch: 

iTi  =  DJS  +  « 63) 

§.  9. 
Bestimmung    der   Flugzeit. 


m 


i 


Die  Differentialgleichung  19),  welche  die  Beziehung 
dt  und  dp  angibt,  kann  nicht  integrirt  werden.  Doch  ISsst  sii 
leicht  ein  genäherter  Werth  flir  die  Zeit  r  aufstellen,  welche  Te^ 
fliesst,  wenn  p  sich  um  eine  gewisse  Grosse  ändert.  Denn  setit 
(Taf.  VIII.  Fig.  2.)  man  den  Bogen  BC=^  a  und  die  Geschwindif», 
keit  in  B^v^y   in  0=0^^,  so  ist  nach  31)  und  21): 


vi 


cos  q>  \L — -i  tg9 


64) 


Vf 


Nimmt  man  an,  die  Beilegung  von  ^  nach  Csei  eine  gleidh^ 
massig  verzögerte,   was  um  so  weniger  von  der  Wahrheit  abwd- 

chen  wird,  je  kleiner  der  Bogen  BC,  so  hat  man  a=  '^  "x,  alst 

^i  +  ^ti 

Um  fSr  T  einen  genaueren  Werth  abzuleiten,  betrachten  wir 
die  Zeit  i  als  Abscisse,  die  Geschwindigkeit  v  als  Ordinate  siNV 
Curve,  deren  Gleichung  daher  durch  t=/Xt)  dargestellt  wird. 

vdf,  so  stellt  0  die 

Fläche  BCED  (Taf.  Vlil.  Fig.  6.)  dieser  Curve  vor.  Es  ist  daher 
aus  der  bekannten  Fläche  a  und  den  begrenzenden  Ordinateo  9^ 
v^^  die  Abscissendifferenz  r  zu  bestimmen. 


'*'  und  CanstmeHon  der  Flugbahn.  377 

Om  ^en  bequemen  Anadnick  f&r  diese  Fliehe  so  erhalten, 
iri^^en  wir  nach  DJ  die  Abscissenaze  eines  Coordinatensjrstems 
id  nehmen  ffir  das  Curvenstfick  DE  (Taf.  VIII.  Fig.  6.)  folgende 
Uehongen  an: 

du  l M) 

Ir  ;r=0  wird  j^=*gt*   Wr  «  =  t  wird  y  =  v,  ^=tgö,  daher 
beo  wir  sor  Bestimmung  von  A,  ß,  C  folgende  Gleichungen : 

tgf  =  ^, 

tge=:A+2Bt+Wi^, 
v=iAt+Bt^+CtK 

irmiis   findet  sich: 

Bt«  =  3v— Ttge— 2Ttgt,  I      67) 

Or»  =  T(tgt  +  tgö)^2v.     ' 

liliche  DJE=J^ydx  =  /*'  (Aa+ßx^+Cai^)da! 

o  d 

=  ^(6^t  +  4Ät«  +  3Ct»). 
erden  die  Werthe  von  A,  B,  C  eingesetzt ,  so  ergibt  sieb: 

lebe  ZW£=4w+AT«(tgf-tgö)=5^'T-AT«(tge-tg£), 

Hebe  BCED=:BCJD-^DJE-v,t-i(l,^vJt+  AT*(tgö-tg£), 

(f  =  4(r,  +  t>jT+A(tgö-tgJ)T* 68) 

Cbi  die  Winlcel  i  und  0  zu  bestimmen,  suchen  wir  den  Werth 

Im  DUIerentiaiqnotienten    ^.      Mach   21)    ist   f*=f'2r=^' 

phnt    man   beiderseits    die  Logarithmen   und    differentiirt,    so 

Met 

r 

r 

t 

Wi  «Ult  mU  Zuiehaog  der  Gleichang  19) ; 


-•-(rf?*^^* 
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Dieser  Ausdruck  ist  die  Tangente  des  Neigangswinkela  der 
Berührenden  mit  der  Abscissenaze  für  die  Curve  o  =  /(<)•  Das 
negative  Zeichen  sagt,  dass  dieser  Winkel  ein  stumpfer  ist.  Die 
Winkel  i  und  6  sind  die  Supplemente  der  stumpfen  Winkel  flir 
diejenigen  Punkte,  wo  fi  =  tg9>  und  j9  =  tg^  ist.  Wir  haben 
daher : 


sec*g) 


sec*^ 


tgt=i^(6inv+j3-jj^)    und    tgfl  =  y(6in»+^_^^^^. 

Mit  Beachtung  der  Gleichungen  04)  erhält  man: 

*gf  =  5'8"ng)  +  6r/    und    tgö  =  i^sin^  +  ftr,*, 

tgÖ—tgf  =  5'(8>n^- sing)) +6(0,*— ©,«).    .   •   .  7Q) 

Wird  dieser  Werth  in  68)  eingesetzt,  so  erhält  man  sur  Bestim- 
mung von  X  die  Gleichung: 

c  =  4(tJ,  +»Jt  +  AT«|>(8ln^-sing))  +  6(^—0]. 

Im  aufsteigenden  Ast  der  ballistischen  Curve  ist  9>>^  und  o,>p«f 
desshalb  schreiben  wir: 


<J  =  4(»/ +t>jT  — T'iT«[(7(sin9  -  sin  ^)  +  6(o,*— O]. 


.  ^*  ^  (sin  y  —  sin  1/»)  +  6  (p,«  —  p/) 

»/  +  »./         ö 


Da  das  zweite  Glied,  in  welchem  r'  vorkommt,  eine  ziemlich 
kleine  Grosse  ist,  so  können  wir  daselbst  für  %  den  Nähenmgs- 
werth  65)  setzen  und  erhalten: 

2<y     1^1^    2ö_y  -.,  .    ,      sing)— sin^.     ^_^ 


Debersichtliche  Zusammenstellung    der   Formeln    zur 
Berechnung  der  Wurfhuhe,  Wurfweite  und  Flogxeit 

§.  10. 

Cm  die  Formeln  53)  för  die  Rechnung  etwas  bequemer  eil 
zurichten,  fSbren  wir  die  Hülfsgrusse  ti  ein,  und  setzen: 


1         /L-~Ai^^H>\ 


dadurch  wird: 


tg«  =  4(tgg)  +  tgi^)  +  4(tgg)— tg*)tt 
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''•-^*>[tg*x,tgi(«-.ic.)]' 

log«,  =  9JJ8406+ logdog  J±^, 

tg««  =  Kpt  +  J»)— *(Pi— p)«t. 

"•-'**•  ^tgJ(ai-«,)tg4{K,-«)]  • 

1  +  J.- 

tg«  =  />a(l+2J»). 

IF=  to  +  iCi. 

C.    Flugzeit 
Zeit  V.  il  bis  />  =:t,     Bogeo  ^/>=  <f ,     Geschwlodigk.  in  />  s=  I 

JE  „   C  =rsy       „      EC^=o%,  »f  „  C=sl 


>»    »» 
»>    »> 


a^QUUi 


CTj  =:  6ä:«i  ,  F«  = 


cos  o  yl  L-^Ap 


..  =  ii?Iog(^±^^^.       F.  = ^^^ 


log^  =  0^222. 


L\Ap )'         »      costVI<+witg<' 


BF'  ■ 

und  CoHStructt<m  der  Flugbahn.  381 

~F+Fi      •VF+F,/    L    2k     +F+F,J* 

-F.+  F,+*i,Frr^  L— Zf~+F,+  Fj' 

_      2<%  /    ^«^     V  r.^Cir»  .  y(wnt-rin«)-| 

~  F,+  F,+«Vf,+  fJ  L     2*      +      F,+  F,     J* 


9.  11. 

legt  ^a  zn-ischen  16*>  and  30**,  so  wende  man  folgende 
In  an  (Taf.  VIlLFig.8.): 

«1  =4«. 
p  =  tg«. 


A.    Aufsteigender  Ast 
log»  =  9058406  + log Oog  ^'^'^)> 

tg«  =  4(/»+;h)  +  4(p— ft)». 

aicosK 


^^[tg*(«-»)tg4(«-a|)]' 
Assatg»; 

log«,  ==9.58406+ log  (log  j;:;;^), 

^*-^-^ttg4(«i-«i)tgKT 

10  =  a  +  Ol , 
i7  =  A  +  A,^ 

B.    Niedersteigender  Ast 

log«.  =  9JS8406+  log(log^^^-:^V^), 
«g««  =  4Pi(l— «i«). 
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„       ftn  ««cos«» 

«•-ö*J*[tg4(«,-_«^tgi«J' 

log»,  =  9.58406  +  «ogOog^^ii^)» 
*g«f»  =  40»  +Pi)— i(P— Pi)«>. 

*^  -**iltgi(«-^)tg4{«,-«,)J' 

log».  =  9JS8406 + log  (log  x^^ . 
*g»4  =  4(P«+P)— *(P4-p)a«. 

_f..  »4 cos »4 

«4  -  '**'#[tg4(«4-,^)tg4(»4-«)* 
*«=  «4*8*4. 

t=i5r-(Ä,+A,+Ä4), 

J_£±^4 
4*/»4        ' 

1 

„_  ?4 

CD  = -y  t 

tg«  =  P4(l+2Ja)), 

C.    F 1  n  g  z  e  i  t 

Zeit  V.  i4  bis  />  :=t,    Bogen  ADz=:a,    Geschwindigic.  in  £ 
D  ,,  E  =Ti,       „      DE— öl,  „  „  JE 

E  „  F  =Tj,       „      £F  =02»  »>  »»  F 

„  F   „  G  :=Tj,       „     FG  ssc^,  „  „  G 

G    „    C    =«4,         M       GC  =:<T4,  ,)  „    C 


»>      »> 


9»         » 


»f         M 


-T 


und  CoHsirucäon  der  Flugbahn,  383 

=Mafi,  *      cos«!  Vlr--i/i/     *""cosaV^X+^' 

»"t^i+Fi+'U  +  F,/  L~2Ä~  +  r,+  Fj' 
**  ~  F.+r,  +*U,W  L~2Ä~+ FTFJ' 
*»  —  »,+p,^»V«'«  +  «'3/   L    2*      +    .    e,  +  e,       J' 

_  ^^4   . .  /  2tf4  ^*  r«^—  F» .  .9(«'" ' — Mn«n 

**~«>i+F,+»U+fJ   L    2Ä      +      r,+  F,         J- 


§.  12. 

BetrXgt  (Taf.  VIII.  Fig.  9.)  der  Elevationawinkel  a  zwischen 
*  nnd  45**,  so  wird  man  ihn,  um  sicliere  Resultate  zu  erhalten, 
drei    gleiche  Theile  theilen,  wo  sich  dann  folgende  Vorschrif- 

fSr   die  Rechnung  ergeben: 

*  =  j-.-p  =  3.3446  p, 

«i  =1«.      ««  =  i«i 
f>=rtg«,    Pi=tgai,    />a  =  tga,, 

■».         2flfA       .     . 
F'cos"«       '^ 

A.    Anftteigender  Ast. 

log  tt  =  Ö.68406  +  log  (log  xEi^)  • 

*g«  =  4(p+Pi)  +  *(p-Pi)M. 

«cos» 


a  =  6A. 


^[tg4(a-«)tgl(x-«,)]' 
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A=r  atg«; 

logui  =  9.58406  +  logOog^E^- 
tgi«i  =  4(Pi+p»)  +  4(ft— ft)»i» 

logti.  =  9.58406  +  'og(log^_^p^), 

^-^•*[tg4(a,-xjtg4i4)l' 

i!l  =  *fAt+Ar 

B.    Kiedersteigender    Ast 

logtt,  =  9.68406  +  log(log^^^^^, 

^»-^^•i?[tgi(«.~x.)tgiib]' 
logU4  =  9.58406  +  log(log§~^^), 

_ft-   , "4C0SX4 

''*"-  *^'^-?[tg4(«i-X4)tgi(x4-a,)]' 

*4  =  «4tg«4» 

logti5  =  9.58406  +  log  (log  j!^^^), 
tgXö  =  i(P  +Pi)  — 4(P— Pi)«ö> 

_ft. «5  cos  Xft 

Aftssastgx«; 

tg«i=P5. 


una  COHStrueUoM  der  Plugbalm.  385 

log«,  =  9Ä8406  +  log  Oog^'lj.^y), 

tUGOSSU 

"•  "^  **'^[tg4K-«%)tgJ(«%-«) " 

''-     4Apto     • 

tgi  =  p,(l+2J«), 
•»I  =  a8  +  ««  +  «6+««  +  «» 

IFsfD-f-Wf 

I 

I  C.    Flagseit.    (Tafl  Vm.  Rg.  0.) 

^  Zeit  V.  ii  bis  i>  ST,    Bogen  JD  =0,    Gescbwindigk.  in  i>  s=  0|. 
Z)  „   £=:T|9       „     DE  SS  Ol  9  „  ,«£  =o^ 

Cr  t»    H'^t^f       99      G£r  =049  9»  ,fHssv^. 

B     99       J  ^X^f  99  Ä/      =:0§9  »9  9t«'      S=f?5. 

19        %%   ^    n     C  =^49       -  „       «/€7    ^009  99  nC^^r%. 

eoM%yf  It-Ap^      *    couaV  L-i-Ap' 

r=yS,  r-     ^^^ 

'      VT  *  •    co8eV*EMtgi 

2tf      .    /    8tf    V  r  F—r,     jy(>inc— «inain 
8^     .  ,  /  2^Y  r«>i— «■  .  ar(«inc|-8ln«t)1 


\ 


99  »9 

9»  99 
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^+*8+*i=267^19.    £=0.486,    »  =  1.43,    *ia+ii,+fl4=  1668.02, 
10,  =  1669.46,     W  =  3549.98,    i  =  18«47'  44^ 

Hier  zeigt  8ich  eine  stärkere  Differenz;  denn  die  Wurfweite 
^ui  »ich  nach  der  frflberen  Rechnung  einen  Viertelsmeter  gros- 
^.  Würde  daher  eine  sehr  grosse  Genauigkeit  verlangt,  so 
Qflfisten  bei  einem  Elevationswinkel,  der  nicht  beträchtlich  kleiner 
sl  als  15^,  wenigstens  für  den  niedersteigenden  Ast  die  etwas 
laständlicheren  Formeln  des  §.11.  angewandt  werden. 

§.  15. 

Zur  Anwendung  der  Formeln  des  §.  12.  wollen  wir  die  Flug- 
ihn  des  VierundzwanzigpfSnders  bei  der  gleichen  Geschwindig- 
!it  von  300  Meter  und  dem  Elevationswinkel  von  46  Grad  be* 
Immen. 

Hier  ist: 

«  =45»,  p  =1.00000,  yip  =2.2966, 
«,  =  30,  ;?t  =  0.67735,  Ap^  =  1.2160, 
«2=15,     p^=  0.26795 ,     yfpt  =  0.5423, 

g  =  9.81 ,      log^  =  3.69692,      L  =  4.4653. 

Man  erhält  die  folgenden  Werthe: 

1.     Aufsteigender   Ast. 

Bgtc  =8.82807       X  =380  45' 40"       ^  =1562.74       h  =1254.73 

ogMi  =  849697       »1=23    8  48         ai=  859.70       At=367.6;i 

ogt«,=8.33403       «,=  7  47  35         a,=  636.53       h^=    87.12 

€0=3058.97       iy=  1709.38 

2.    Niedersteigender  Ast. 

logiiks=8.28111    ie,=  7029' 12''       a,=  563.93  As=  74.11 

Iogic4=8.32300    »4=22  46  10         04=  577.61  ^4=242.26 

l€igii^=8.46229    Xft=31    2  42         05=  67^82  hf^=53\.^ 

«3+^4  hff6=  1821.36  //3+A4+Ä4  =  848 35 

p^  =  1.47807    a« =55055'  8"     ^pe= 3.8202 
hgn,  =8,53012    x<j =50054' 38^*       a«  =  637.16  Ä^^ 784.32 

%+a4  +  a5  +  a4  =  2458.52    A3  +  A4 + Ä5  +  Ä«  =  1632.67    J:  =  76.71 

l«gj=6,44965  ©=51.15  wj  =2509,67    IF=5568.64  €=56o 40*13". 

Sollten  diese  Resultate  geprfiff  werden,  so  konnte  man  den 
Winkel  a  \n  Tier  gleiche  Theile  theilen  und    oi  =  ia,   a^  =  la, 

TkMl  XLVI.  27 


.  J 
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A    n    b    a    n    g. 

§.  17. 

Die  dieser  Abhaodlung  beigegebene  Tafel  I.  kann  nod 
andere  Weise  gebraucht  werden.  Sie  gibt  namlicb  för  ; 
Wertb  der  Zahl  p  den  zugehörigen  Werth  von  ^(p),  ^c 
die  folgende  Funktion  von  p  ist: 

^(p)  =  P  Vr+ji«  +  log  nat  (p  +  VT+p*). 
Nun  ist: 

/&rVTT^=Con«t.  +i[a:  VTi^H/(a?+ VTpi«)]==Con8t. +i 
folglich : 

Durch  die  Tafel  I.  kann  man  daher  sehr  leicht  den  Wertb 
ses  bestimmten  Integrals  finden. 


§.  18. 

Durch  die  Tafel  I.  lässt  sich  femer  die  Parabel  sehr  l< 
rektificiren.  Sei  der  Abstand  des  Brennpunkts  B  (Taf.  VlII.Fifi; 
vom  Scheitel  A  gleich  q^   so  heisst  die  Gleichung  dieser  Ci 

Die  Constante  ist  gleich  0,   wenn  die  Bugen  vom  Scheitel 
gez&hlt  werden. 


Seilt  man  den  Leitstrahl  BC=r,  den  Winkel  ABCssv,  m. 


'=r+15i^'    *  =  9  +  '-«>»(180«'-e)  =  v-j^- 


coso 

COS0 


.* 
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dann  ist  oti  =  ^Tq  -f  A,  js^  =  Xi  -f  ^»— •  Xn  =  j:«-!  H-  '•  Mm 
rechnet  jetzt  ffir  diese  sämmtlicheo  Abscisseii*  die  sogehthi 
Ordioaten  y^,  ^|,  y^, ....  y«  mittelst  der  Gleichung  der  Curre 
bilde  die  ersten  und  zweiten  Differenzen  nach  dem  folgenden  Sehe 

•a^«      y«  ^'yi 

x^      ys  ^y% 

^ys 
*4      y*  ^  ys 


Jy 


4 


-^yii-i 
^n        y« 


Beim  Bogen  il/?C  ist 

f*=yi-yo  =  -^yo   "d^   v=y»— 3ro  =  ^yo+'^yi» 

Analog  findet  man  diese  Werthe  beim  Bogen  CDE,  indem 
jeden  Index  um  2  vergrOssert.    Setzt  man  ABC=:sts  CDE^i 
XYZ=:sn3  SO  ist: 

KxcABCDE ....  JTFZ  s=  1«  +  *4  +.•..  +  i„. 


j.  20. 

Zur  Anwendung  des  Vorhergehenden   wollen  wir  riiiei 
ptischen  Quadranten  rektificiren. 


..j{ 


400 


-^^ 


Neu:    Wurßewegung  im  wideniehenden  MiiUi 


'm 


JN 


II 


II 


OD 


II 


^« 


II  II II 1 1 


e  «•  ^ 


^    0)00 


in 

CO 


II  II  II  II  II 


e 


Jt^-*» 


* 


^^ 


SS 

SIS 

IUI 


+  1 


rjaOQO 

7"* 


IUI 

+  1 


S23 


I 


61)' 

o 


oqaq 

IUI 


o» 

CO 

s 
1 


^^ 


IUI 


I 


I 


«^  e  e 


2. 


OOO) 

•  •  • 

9^00 
II    II    II 

o    •  o 


c 


^^ 


?o 


<M 


-M 

9 


INI 
+ 1 

>>  « 


OOdO 
■     •     •     • 

o  o^oo 

II  II  il  II 

ti)3D  60 

-2ö-2 

^^ 

o 


I 


II  II  II        II  II  II         H  11  II        II  II  II 
^«^5       555      |i55 

^^^  ^\i^3  ^3^^ 


II 


60 

o 


I 


so 


IUI 

+  1 


II  II  II 


CS 

S 

Q 
»o 


CS 

'S 


I      je 

C8 

& 

4> 


0^ 

aa 


« 
U 


^     ^ 


M 


S 
1 


und  Cotisimcifon  zier  Flugbahn.  401 

Es  bat  also  nar  der  Fehler  von  t%  eioeo  beträchtlichen  Werth, 
VM  etoestheils  davon  herrührt ,  das«  dieser  Bogen  zu  gross  ist, 
ik  dass  die  Parabel  sich  sehr  nahe  an  denselben  anschliessen 
kIkiDte;  anderntheils  aber  davon ,  dass  fiilr  j?  =  0  der  elliptische 
Bogen  mit  der  Abscissenaze  einen  rechten  Winkel  bildet,  wSh- 
»nd  die  Parabel  (deren  Gleichung  y=z  ax-t-bx^  keine  sur  Ab- 
Kissenaxe  senkrechte  Tangente  haben  kann. 

Es  iSsst  sich  desshalb  der  Bogen  s^  durch  die  Parabel  nicht 
10  genau  bestimmen  i^:ie  die  übrigen  Bugen,  und  wollen  wir  diess 
lon  auf  einem  anderen  Wege  versuchen. 


§.  21. 

Ein  Mittel  zu  einer  genaueren  Berechnung  des  Bogens  $^ 
lietet  uns  der  in  §.  6.  angefahrte  Satz  und  können  wir  die  danach 
ibgeleitete  Gleichung  49)  benützen.  Doch  wollen  wir  den  Bogen 
ii  zwei  Theile  zerlegen,  da  er  zu  gross  ist,  um  auf  einmal  mit 
KMiügender  Genauigkeit  erhalten  zu  werden.  Damit  übrigens  die 
beiden  Theile  AB  =  Ci  (Taf.  VIII.  Fig.  15.)  und  BC=c^  nicht 
n  ungleich  ausfallen,  setzen  wir  Xi  =^ix^.    Es  ist  daher: 

»1  =  0.25  ..^     yi=iV39=3.l225  ^^^^ 

^  a:--a:i=0.75     ^*  ya—^i  =2.8775 

si=1.00  y,  =  60 

Bezeichnen  wir  die  Tangen tenwinkel  in  den  Punkten  A,  B,  C 
dbrch  9o»  9^1»  Vi  ^^^  ^'^  Sehnenwinkel  BAD  durch  x^»  CBF 
durch  9(|,  so  ist: 

^^  4(5-ar.)      19  4{5-ar«)     8      ^  ffi 

«^=900,    tg9i=-^-^'  =  -»    tgg^=^^5^=3,    tg«o=g. 

Sfltit  man  Sehne  AB  =  Ct ,   BC  =  Cg,   so  ist : 

Ct  ^  —; $      dl  =  — ; 

*       sinxo  sinxi 

StLch  Formel  49)   hat  man: 

I,  =Ci  .-^[tg4(9o-*o)tgi(«o-9>i)l.     «•=Ci-^ltg4(9>i  -»i)tg4(»i-9>a)J 

log  19= 1.27875  logyi  =  0.49450  logyi  =0.49450 

logyi  =049450  log^t  =9.39794  log  sin  «o= 9.99861 

•gtg9>i  =0.78425  Kogtg9io=^  1.09656  logci  =0.49589 

9y,=80040'2''  no^SS^Wil" 
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Ton  p  =  0  b>  =  5  bis  p  =  l(X)  sind  die 
Intervalle  deven  Differenzen  interpolirt 
werden.  Stajngegeben,  die  in  folgender 
Weise  gebraij 

Sei 


Beiit, 

^9.1014=648.5616. 

Die   Werthe  von  p  werden  in 
der  Anwendn^sse  sich  folgende  Formel 


\ 


K  Mar  ins:    Eine  stereometrUche  Schulaufgabe,  419 
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Eine  stereometrische  Schulaufgabe,   welche  zu  einer 
leichten  Inhaltsbestimmung  eines  Ellipsoides  fuhrt. 

Von 

Herrn  Hermann  Martusy 

Oberlehrer  an  der  Konigstädtischen  ReaUrhule   in   Berlin. 


t  

Es  sei  (Taf.  IX.  Fig.  1.)  MPAA'P'  ein  Quadrant  eines  gra- 
deD  Kreiscylinders.  Man  lege  durch  PM  in  beliebiger  Richtung 
den  Schnitt  PBM^  trage  in  den  Kreisquadranten  PA  eine  Sehne 
[  CD  ein,  lege  durch  ihre  Endpunkte ^i  sowie  durch  ihren  Halbi- 
P  ruogspunkt  L  Ebenen  parallel  der  Grundfläche  MAB,  so  sind  die 
;  entstehenden  Dorchschnittsdreiecke  dem  rechtwinkeligen  Grund- 
'    dreiecke  MAB  ähnlich,   weshalb: 

LOiLJ  ==^AB:AM  =  x:r, 


ftleo: 


LO=—.t. 


\ 

l  Ebenso  folgt: 

\  CDik  =  LMiLJ  =  Q\LJ, 

\    mithin : 

>  Q 

\    vnd    deshalb    ist  der  Inhalt   des   bei    C  und  D  rechtwinkeligen 


f    Trapezes  CDFE: 


1  =  LO.CD=i-s.k* 


Trigt  man  nun  die  Sehne  CD  mehrmals  hinter  einander  in 
L  den  Bogen  PA  ein,  so  ist  die  Summe  aller  solcher  Trapeze: 
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r  ' 

QDd  wenn  auf  PM 

ist, 
1) Zt  =  ^$h. 

Ganz  ebenso  ergiebt  sich  f&r  die  durch  ihren  Berjlhron^ 
balbtrte  Tangente  C'iy,  dass  das  äussere  Trapez  C'D'F'E 

ist,  dass  also  die  Summe  solcher  berührenden  Trapexe,  d 
Breite  stets  :=.CD'  ist, 

2) ST^sEe=zih 

wird. 

Je  schmaler  die  Trapeze  werden,   desto  mehr  gehen  b 
Summen  Ober  in  einen  Streifen  des  Cylindermantels : 

3) Z^sh, 

und  dieser  Ausdruck  lehrt,  dass  alle  Zonen  von  der  HJSkt 
mögen  sie  nahe  bei  P  oder  bei  AB  sein,  immer  von  gloc 
Grösse  sind. 

Summirt  man  alle  Zonen,  bis  die  Huhe  h  gleich  PM 
geworden,  so  findet  man  die  dreieckige  Figur  PAB 

4) Ac  =  «•, 

d.  h.  das  cylin drisch  gebogene  Dreieck  PAB  ist  doppelt  so  grc 
als  das  Grunddreieck  lUAB, 

Die  Inhaltszablen  dieser  von  einem  Ellipsen-  und  einem  Exi 
bogen  begrenzten  FlächenstGcke  sind  frei  von  n, 

Macht  man  sowohl  die  inneren  als  auch  die  Susseren  T 
peze  zu  Grundflächen  von  Pyramiden  mit  der  Spitze  M,  so  bal 
erstere  alle  die  Hube  p,  diese  die  Hohe  r,  und  deshalb  siod* 
Summen  der  Pyramiden : 

£p  =  iQ.^sh    und    ZP  —  \r.ih, 

welche,  wenn  man  alle  den  Raum  PBMA  ausfällenden  Vf 
roiden  addirt,  beide  für  die  zwischen  ihnen  liegende  Gruflsed 
Cylinderstficks  PBMA  liefern : 
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,1  * 

r. 


Aequator  der  Kugel  cooeetitrisch  sind.  Dann  entsteht  (T«f.[ 
Fig.  IV.)  als  Cylinder-Doppelpyramide  ein  geripptes  Ellipsoi 
dessen  Oberfläche  das  Vierfache  des  zackigen  Aequatorialsdii 
Xes  ist. 

Macht  man  die  Constraction  für  sehr  yiele  Punkte  jener  EHi| 
und  verlängert  man  jede  Tangente   über   diese   Ausgangspon 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  nächsten ,   so  entsteht  ein  zwe 
Stern,    der  mit  seinen  Spitzen  über  die   Ellipse  hervorragt 
mehr  Zacken  diese  Sterne  haben,  desto  kleiner  wird   der  Üb 
schied  ihrer  Inhalte ;   wächst  die  Anzahl  der  Spitzen  bis  in's 
endliche,    so  nähern  sich  beide  dem  Inhalte  der  Ellipse  und 
Volumina  der  zugehörigen  gerippten  Ellipsoide,  von  denen 
eine  kleiner,  das  andere  grosser  ist  als  das  Ellipsoid  mit  gli 
Oberfläche,  haben  das  Volumen  des  Ellipsoides  zur  Grenze 
dass  sich  für  dieses,  wenn  die  gegebene  Kugel  den  Radius  c, 
die  um  sie  gelegte  Ellipse  den  Inhalt  nab  hat,   ergiebt: 

2.2.|7ca6.c  =  inabc. 


Ueber  die  Zerlegung  einer  ganzen  rationalen  Funkt 

in   Faktoren. 

VOD 

Herrn  Professor  C.  A,  ßretschneider 

nm  Gymnaftinin  zu  Gotha. 


Die  im  Archiv  in  diesem  Theile  S.  32.  enthaltene  Mittbeil 
des  Herrn  Franz  Muller  in  Prag  hat  mir  eine  schon  vor  Jal 
gemachte  Bemerkung  in  das  Gedäehtniss  zurückgerufen»  we 
auf  elementarem  Wege  erkennen  lässt,  ob  eine  ganze  ratio 
Funktion 


F 

ti»er  tauten  rattmalen  FimMUon  in  Faktoren.  4SS 

^^iiWD  Faktor  roo  der  Form 

V(a:>)  =  Co  (*')"  + ci  Up)"^' +-.■■  + C--1*' +  c- 
-  \anttt  oi?er  nicht.     Bildet  man  nSmIicb  die  Ufiirsfunktionen : 

fxx^  o„a;"  +  (7pi"-i»  +  (Hpa"-*P  + .... 

f^  —  «1  a^-'  +  op+i  j:"-P-'  +  atf^ix«-^-*  +  .... 

f,x  =  ff,«"-a+fl^iar--J'-»  +  fla,4.»3:"-«P-*+.... 

/rf  =  np_|.T"-r+i  +  <w,_i:r»-"H->  +  a^p-y  a:"-3p+»  + .... 

Md  «acht  den  grössleri  gemein^chaniicfaen  T  heil  er  dieser  p 
Ponktionen,  so  ist  letzterer  der  fcesuchte  Faktor  <p(xr).  Der  Be> 
■eis  dieser  Behauptung  ist  hScbst  einracb.    Setzt  man 

Fx  =  if(xP).-^x, 

wo  ^'  von  der  Form 

fw  =  Ao^-'*+  fi|  a:-- P"-'  +  Äja;"-»"-»  + ....  +  fc.-p«+i«  +  ft,-p„ 

kt,  and  entwickelt  das  Producl  tp(xr).i^x,  so  erhält  man  jeden 
CoefficieDten  a  aimgedrflckt  durch  die  Coefficienten  b  nnd  c,  und 
Ce  Substitution  dieser  Werihe  in  die  Ausdrück«  Tttr  die  Funktio- 
MD  fx  liefert  sofort : 


ffX=q>(xP).'<^fX', 


b  welchen  Ausdrücken  die   ^x    ganze   rationale    Funktionen 
ier  Form: 


^x  =  afX^-ir-^^-P" 

od  die  Coeffieienten  «^ 
riehttngflireise  mit  den 


illDdlich 
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'tffx  =  ^lOr-f  ^s^-f  ^B^-f  ••••  -f  ^p^ 
sein  muss.    Ist  also  z.  B.  gegeben: 

Fa:  =  3a?«+5Lp«— lOr'^— 10ar«+a;«  +  &r*— ar"+ lOr«— «+J 

and  man  will  nntersuclien,  ob  Fx  einen  Faktor  von  der  F( 
Cq  +  Cia^+  c^x^  +  .,..  besitzt,    so  bilde  man  die  Hfilfsfunktioii 

fiX  =  3a:«  -  lOar^  +  a:»-^2a:»— ar, 
ftx  =  2j;«— 10;r«+8a:*+10.r2  +  2, 

nnd  ermittele,  ob  sie  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  besit 
Die  Division  liefert  (ür  denselben  den  Werth  (x^-^Zx^—l) 
dass  man 

Fa:  =  (j:*  -  Sx«— 1)  (3a:» + 2a:* — ar»  -  4;r«  +  o: — 2) 

erhält.    Hätte  man  zu  versuchen,  ob  die  Funktion 

Fx=3a:"— 5arW— ar«-8a:«+14ar'^— 12a:Hlfe*+24^'--3«*+3a: 

einen  Faktor  der  Form  Cq  +  CiX^  +  c^x^  -{-••••  besitze ,  so  ii 
man  die  drei  Hfllfsfunktionen : 

fix=z  3a:"—  8a:«— liLr»— 3;r», 
/ia:=— 5a:*o  +  14ar''  +  18a;*  +  3ar, 
/;a:=— 2a:«  +  Oa:«+  24a:»  +  18, 

und  ermittele,  ob  sie  sämmtlich  einen  und  denselben  gern 
schaftlichen  Faktor  besitzen.  Man  findet  den  Werth  (a:*~3ijr»- 
als  Faktor,  der  sowohl  /ja:  und  f^,  als  auch  fiX  und  f^x  gea 
ist,  und  erhält  somit: 

Fx  =  (a:»— 3a:»  -3)  (3a:»— 6a:* -2a:»  +  a:«  — o:— 6). 
Ebenso  vi-firde  sich  fär 

Fa:  =  2a:«— 4a:»— 8a:'^  +  15a:«  —  ]0;r»  +  22a:*  +  3a:» + 24a:« — l&r- 

durch  successive  Zerlegung  in  zivei  und  sodann  in  drei  Hfl 
funktionen  der  Werth 

Fx  =  (a:«— 5)  (2a:»  —  3)  (a:*  -  2a:»  +  a:«  -  o:  -  3) 

ergeben. 

Ist  es  auch  mit  Hülfe  der  höheren  Algebra  Immer  m<^ 

zu  ermitteln,    ob  eine  Gleichung  eine  Wurzel  von  der  Form 
besitzt,  so  dürfte  doch  das  hier  angegebene  Verfahren  bei  se 
ganz  elementaren  Natur  immerhin  nicht  ohne  Werth   und  w« 
stens  beim  Unterrichte  in  den  Elementen  der  Algebra  recht  bra 
bar  seio. 


.   •.*! 
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da  nun  auch 

i'«-2  = ~ +  — — .  V  fi-a 

Ol  Ol 

ist,   80  ergiebt  sich: 

tn  SS  — • IPV         » 

oder,  wenn  man  das  Zeichen  ilfs=:  -^ eüißbrt: 

Fn  =  M^^' (4) 

Diirch  wiederholte  Anwendong  der  Gleichang  (4)  erhSit  man: 


c« 


Af-*^ 


Ä-     •. 


oder  es  lässt  sich  F«  als  Kettenbrach  darstellen,  dessen  eiose 

c* 
Glieder  sabtractiv  sonst  aber  =  -ja   sind ,  'dessen    Endglied  al 


c«  c« 


TT   oder    jrT  ist,  je  nachdem  it  eine  ungerade  oder  gerade  ZaUi 

§.2. 
Versucht  man  F«  als  Quotienten  darzustellen,  setzt  FnS 

(wobei  also  Zn,  Nn  eine  andere  Bedeutung  haben  als  bisher), 
ist  wegen  Gleichung  (4): 

tu  =  ~ — ^ » 

d.  h.  man  findet: 

Nn-ai.  Z„_« ;    Z, = «i«- iii«-c*) . Z^-a-a» . c«. iV,_a.  (5) 

Soll  also  Fn  als  Quotient  gefunden  werden,  so  braucht  maa  i 
den  Dividendus  desselben  zu  suchen,  der  Divisor  ist  gleich  A 
Produkte  aus  Oi  in  den  zu  Fn-a  gehurigeh  Dividendus.  Ausl 
Gleichungen  in  (1)  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 

Z,=:     <i»-a,«+^ic, 

Z4=-fin^i*(2ai«+c«)-fli*  +  e,c.[-<i«+(ai*  +  c»)], 

Zc  =— <i«  +  <,*(3iii«  +  2c«)  -  <i«(3a,*  +  2fl,«c*+  c*)  +  Hi« 

+  <iC.[-#i*+*i«(2ai>+2c«)-(aiHffiV+*l 
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Setzt  man  In  (A)  ein  p=59  =  n— -m-f-l,  'so  ergibt  sidi: 

5.[(n— m +  !)..(»— !)«-.]  =  (2«  — m  +  l)«.        (C) 
Aus  (A)  folgt: 

o 

oder 

i 

und  macht  man  hierin  ;)  =  9=n  —  m-f  1*   so  folgt: 

S.[(n— m  +  i-l).-i.(n-i)«-J  =  (2» -.'jh)«-i.      (D) 


Wegen  der  Gleichungen  (B),  (C),  (D)  gehen  die  Gleichungen  (7) 
und  (8)  in  dem  Falle ,   wo  a|  =  c  ist«   Ober  in: 

(11) 

Za,  =     £m  [(_  l)<H-i ,  (2n — m)« .  ^*^-*i .  o,*»] 

0 

(12) 
Zi^+i  =      Jm  [(—  I)«»H^» .  (2n  — m  -I- 1)«.<,*"-*"+» .  a,*"] 


O 

n 


+  2:m  [(—  1)«.  (2n — m)m .  <i««-«» .  a|*«+»]. 


o 


Sind  /},  q  absolute  ganze  Zahlen,    9  ">  Pt   so  ist: 

(l-ar)P  =  i.[(— l)«.;7..a:*];       (1— a:)-«  = -f  ^[(9 +  <F-I)a.a;1; 
0  0 

(l-a;)-(«-P)=  ^»[(9— p  +  m  — l)».a:«], 

0 

folglich : 

-r.[(-l)«.p..(9  +  m— «— l)m-)  =  (9-p+m-l)«.   (© 

o 

För   psm  —  1,    9  =  n— fii  +  1    geht  (E)  über  in : 

5.[(-l)*.(m— l)..(n-0«-l  =  (w-m  +  I)«.       (P) 
o 
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8.3. 

Im  Dreiecke  ABC,  dessen  Seite  AB  mit  c  bezeichnet  w 
ziehe  man  durch  A  eiue  beliebige  Transversale  AC^ ,  lege  u  i 
in  A  den  Winkel  ABC=  C^AC^  an,  so  daes  CiAC^  ond  i 
auf  derselben  Seite  vod  ACi  liegen,  an  AC%  lege  man  wk 
denselben  Winkel  ^CfAC^  an,  an  AC,  wieder  und  wl 
mache  also  ABC  =iCjAC,=  CtAC,  =  (\AC^=  C^ACt^ 
bezeichne  die  Strecken  der  Trausversalea  von  A  bis  zum  Sebi 
punkte  in  BC  mit  t  und  dem  aagehSrlgeii  Zeiger,  setie  . 
ACi^tt,  ACt  =  tt,  AC^=:t,,  ACt=U——-  bezeichne 
ner  BQ  mit  a,,  BC,  mit  a^,  BC,  mit  a,, eo  Ut: 

^C,ACtCO^CiAB,  ^C%AC,>:>O^C^AB,  iiC,ACtCsj^CtAi 


folglich : 

oder   es  iüt: 

*■  ~    o,    *  ^  ~   o. 


«4  =  - 


Uass  die  entsprecbenden  Gleichungen  fflr  (j,  a«,  («,  Oo 
gelten,  wenn  AC^,  ACg,....  Innerhalb  des  Winkels  CAB  liq 
hedatr  keines  Ben-elsea;  es  frSgt  sich.  In  wie  fem  die  GMd 
gm  noeb  gelten,  wenn  dis  Transvercalen  auaserhalb  des  WId 
liegen.     Nach  der  Figur  ist  ACg  die  erste  anacerhalh  Ii«p 
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26-Eck:    a:«  +  a?*r— 5a;*r«--4dr»r»  +  &rV*  +  3aT«-r«=0, 

30-Eck :    a:'^- j:«r— &rV«+5Ä*r»  +  10:r»r*— 6a:V— iar^+r^ssO, 

34-Eck:    ar^  +  or'r— 7a:«r*— 6xV»  +  15;rV* 

+  l(lr»r* — 10:r«r»  —  Axt^  +  r» = 0, 

38-Eck:    «•— ar«r— 8j:'^r*+7a:«r»+2Li:«r*— 15:r«r* 

—  20a:V«  +  iai;V  +  ö:Fr«-r»  =  ft 

42-Eck:    ar»H^«*— 9ar«r»— &r^r»+2&r«r* 

+21a:»r» -  35a:«r«-2(lr V  +  I5ar«r«  +  &rr»-rW = 0, 

U.      S.       IV. 


§.  a 

Die  Frage,  in  welcbeo  Füllen  für  einzelne  l>iap;onalen  einei 
regulären  2(2n  +  ])-Ecks  einfachere  Gleichungen  gelten  aU  die 
in  §.  7.  gefundenen,  tritt  in  dem  Falle  auf,  wo  2n-f  1  keine  Prim- 
zahl ist.  Ist  2n-f  l=m.5,  vfo  m  wie  «  ungerade  Zahlen  simL 
die  zunächst  keinen  gemeinsamen  Factor  haben  mögen,  so  wer- 
den sich  sämmtliche  Diagonalen  des  2m-  wie  des  2f-Ecke  eis 
Diagonalen  des  2(2n -f  I)*Ecks,  also  auch  die  ungeraden  Diage- 
nalen  der  ersten  Vielecke  als  ungerade  Diagonalen  des  2(*2fi-|-l)* 
Ecks  finden.  In  dem  Falle  nun,  dass  m,  s  beides  Zahlen  voa 
der  Form  Ayi\-\  sind,  ist  die  5tc  Diagonale  des  2(2?i-f  1)-Ecb 
die  Seite,  also  erste  Diagonale  des  27n-£cks;  ebenso  ist  jede 
(4v±l).5te  Diagonale  des  2(2?i -f  1)-Ecks  die  (iv ±\)iQ  Diago- 
nale des  2m -Ecks.  Beachtet  man,  dass  die  Gleichung  (21)  alle 
ungeraden  Diagonalen  des  betreffenden  Vielecks  als  Wurzele 
enthält,  sonst  keine  andern,  so  ergiebt  sich  aus  den  vorsteben* 
den  Betrachtungen  und  ähnlichen  für  den  Fall,  dass  entweder* 
odfr  s  oder  beide  von  der  Form  4jbi-f-3  sind,  folgender  Satz,  0 
dessen  Verständniss  noch  zu  beachten  ist,  dass  unter  umgewir 
delter  Gleichung  eines  Vielecks  dfe  Gleichung  verstanden  wiri 
die  man  aus  der  Gleichung  des  Vielecks  dadurch  erhält,  daif 
man  darin  — x  statt  x  setzt: 

Ist  2n-f-l  =  m.5  (es  haben  m,  s  keinen  Factor  gemelB) 
und  es  sind  m  und  s  beide  von  der  Form  4fi-|-],  ee 
enthält  die  Gleichung  des  regulären  2(2n-f  1)-Eck6  (21) 
als  Factor  sowohl  die  Gleichung  des  2m-,  wie  des  3t 
Ecks;  sind  m  und  s  beide  von  der  Form  4fi4-3^  so  eil^  ■ 
hält  die  Gleichung  des  2(2n-|-l)-Eck8  die  umgewandek~ 
Gleichung  des  2m-,    wie  des  2f-Ecks  als  Factor;   h 
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4^  +  fe=,?(?ir:^) 


(A) 


i.  Ist  nun  n  zonSchst  eine  ungerade  Zahl,  ao  ist  (A)  nur  lua* 
r,  wenn  s  durch  4  theilbar  ist    Man  setze  also  #=4tf  und  erhält: 

p(2<r+l)  =  (a-.m).ii, (B) 

le  Gleichung,  die  jedenfalls  erRillt  ist,  wenn  man  tf=:i(n— 1), 
=  0—111  setzt;  somit  kann  p  jede  ganze  Zahl  =  oder  <o 
n.  Die  Gleichung  Z««,  =  0  (18)  wSre  also  Gleichung  ffir  die 
ite  und  Diagonalen  des  regulären  (2<r-|-l)-Ecks;  da  die  grSsste 
igonai«  eines  solchen  Vielecks  xa  ist,  so  enthält  Z^a^O  unter 
nen  Wurzeln  alle  Diagonalen  des  regulären  (2« -|- 1)  *  Ecks, 
ben  p  und  n  einen  gemeinsamen  Factor,  so  wird  sich  fSr  ge- 
ise  Werthe  yon  p  (aber  der  Werth  jei=1  gehört  nicht  dazu) 
Erdings  ein  kleinerer  Werth  von  $  finden  lassen,  der  der  Glei* 
'■g  (A)  genOgt    Somit  erhält  man  den  Satz: 

Sucht  man  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

Z^%  =  Vsn-i-i 
=  i«  I  (-l)'»[(2»-mf  1)«  +(2ii-iii)«-i].a:*^««.r*«)=:0, 

so  finden  sich  unter  denselben  die  Werthe  aller  Diago- 
nalen, also  auch  der  Seite  des  regulären  (2it-|-l)«Ecks. 

leichungen  der  regulären  (2n-|-l)-Ecke;    Radius  =1. 

Eck:    «•—3  =  0, 

Eck:   Ä*-6x*  +  5  =  0, 

Eck:    o;«— 7ä4^14^«_7  — 0, 

Eck:   ;r«— 9a:«  +  27a:*— 30j:*  +  9=:0, 

Eck:    ÄW_ii^8^44^«_77^^.55^a_ll  -  q. 

Eck:    o:»— l3a:»o  +65a:«-  15&B«+182:r*— 91ar«  +  13  =  0, 
Eck :    a:"-15ar«  +  90«»»>~27öa;H450;r«-37&r*+140a:«-15  =  0, 
Eck:    Ä««- l7a;i*+119;r«-442a:»H935;r«-ll22arH714ar4-2(M«« 

+  17  =  0, 

u.  s.  w. 

n  in  der  obigen  Gleichung  (A)  eine  gerade  Zahl,   etwa  =2v, 
^eht  (A)  fiber  in: 


4«  +  ^  =  'JL=1Ö, 


(C) 
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d.  b.  entweder  ist  s  gerade  oder  v  and  p  sind  ungerade, 
der  letztern  Annahme  gelangt  man  za  den  Gleicbangen  n  (Uj^l 
bei  der  eratern,  wo  s=2(f  gesetzt  wird»  ist  p(<r-f  l)  =  y(tf— Si4> 
und  diese  Gleichung  ist  erfiillt,  wenn  man  v  =  <j-f  1,  p=0— ia, 
nimmt,  d.  h.  man  erhält  den  Satz: 

Sucht  man  die  Wurzeln  der  Gleichung 

=  Im  { (- 1)«  [(2n  -  m)«  +  (2ii-jn- |)«_i]  .Ä*i-«».r*i1=a 
o 

80  befinden  sich  darunter,  die  Werthe   aller  nngenda 
Diagonalen  des  regulSren  4n-Ecks. 

Gleichungen  der  regulären  4}t-Ecke;    Radius  sl. 


4-Eck: 

8-Eck: 

12.Eck: 

16-Eck : 

20-Eck: 


ar«— 2  =  0, 
ar*-4r«  +  2  =  0, 
a:«— 6ar«  +  9j:«— 2  =  0, 
a:8_8jr«  +  20ar*-  16a:«  +  2  =  0, 
a;W  «  10:r«  +  35ar«— 60a:«  +  20a:«— 2  =  0, 
u.  s.  w. 


Aus  den  Gleichungen  in  §.  7.  und  §.  9.  lassen  sieb  lekh 
Gleichungen  finden,  die  zwischen  bestimmten  Diagonalen  eiiei 
regulären  Vielecks  gelten,  denn  im  regulären  2n-Ecke  ist  dai 
Dreieck,  dessen  Basis  a-p,  dessen  gleiche  Seiten  Radien  mi4 
ähnlich  einem  Dreiecke,  dessen  Basis  ar2p,  dessen  gleiche Seitei 
Xn—-p  sind. 

Im  Folgenden  beschäftigen  wir  uns  nur  mit  den  regalSrff 
2(2n-f  ])-Ecken;  sind  die  Diagonalen  eines  solchen  VieJMb 
gefunden,  so  sind  auch  die  Diagonalen  des  (2n-|-1)-,  4(2ff+lh 
8(2»  f- 1)-, Ecks  bestimmt. 


§.  10. 

Zu  den  Gleichungen  in  (21)  kann  man   noch  auf  eine 
Weise  gelangen.    Setzt  man  in  der  Gleichung 

a:*"  +  a:«"-H- ^*"-^*  + .... +^«  +  a:  + 1  =5  0 , 


d.  h.    in 


1 


ar-1 


=  0 


den  Werth  ar-f-  -=^  ein,    so  ergiebt  sich: 


i 
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I«r  allgemeine  Beweis  liir  diese  Dmformang  ist  gewiss  schon 
nderweit  geführt,  wenngleich  dem  Verfasser  nur  der  Beweis 
Ir  die  ersten  Glieder  aus  Eytelwein:  ,,Anweisang  zur  Auf- 
isnng  der  hohem  num.  Gleichungen  pp.  22.  23.  bekannt  ist;  übri- 
gens hat  der  allgemeine  Beweis  keine  Schwierigkeit.  Die  umge- 
»nnte  Gleichung  lässt  sich  aber  auch 

^-[(-l)'"-(«-w)«.2f«-2«]  +*^im*  K-l)«.(n-m-l)m.»»-*^^  =0 
cbreiben;  setzt  man  hierin  2n  an  die  Stelle  von  n»  bo  erJB^iebt  sich: 

Im  [(- 1  )m  .(2«~iw)m  .y^-««»]  +  !&  [(-1 )« .(2f|-m-  l)m  .y^-««-»]  =0 
»  0 

der: 

(22) 

L[(--l)«.(2n~m)m.3^^-^]--^m((-l)m.(2n--m)»-i.y2"-2«H-i]=:0, 

0  1 

.h.  die  erste  Gleichung  in  (21),   wenn  man  darin  rsl   setzt. 
Ebenso  geht  die  Gleichung 

jp2n-i^-p2n-2_;r2ii-»^_.4.^»_ar+l=0    oder      ^  ,  j    =0 


S>.[(-l)"».(ii-m)m.ir-2«]—  2>»  [(-l)«.(«-m— l),„.y— ««-»]=0, 


fter  in: 

•[(-l)« .  («-m)m .  1^-2«]  — 
0 

nd  setzt  man  bierin  2n -f- 1  statt  71,  so  erh&it  man: 

(23) 

'••[(- !)"•.  (2n+ 1 -in)» .  2^^+»-2m]_2rm  [(- ])m.(2»-m)«,.v2fi-2m]=0, 

h.  es  ergiebt  sich  die  zweite  Gleichung  in  (21),    wenn   man 
^rin  r  =  l    setzt. 

Wird  also  der  Radius  des  Kreises  =1  gesetzt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  des  regulären  2(4n-f-1)»Ecks  aus 

der  Gleichung  -^ 1--=0,   die  Gleichung   des  regu- 
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:r**fS4- 1 
2(4it  +  3)-Eck8  aus  der  GleicboDg  ^y-  =0,  w«io 

1 

man  io  deoselbeii  ap+~=y  setzt;  d.  b.  ein  beliebigei 

Btets  imaginfirer  Worzelivertb  dieser  Gleiebang  plus  des 
amgekebrteD  Wertbe  dieses  Wurzelwertbes  giebt  di^ 
GrDsse  einer  ungeraden  Diagonale  des  regulären  2(4»  -f- 1^ 
resp.  2(4it-|-3)-Ecks»  entweder  mit  dem  Vorseichen  --^ 
oder  —  versehen. 


9.  II. 
Die  Gleichung 

bleibt  unverändert,  wenn  man  darin  d:  =  Vz  einsetzt,  d.  b.  dk 
neue  Gleichung  hat  dieselben  Wurzeln  als  die  gegebene.  bC 
also  a  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung,  so  ist  auch  o*  eioe 

Wurzel  derselben.    Nimmt  man  nun  a-f -=yi,  a*-f -^=yt[A» 

y^  sind  alsdann  Wurzeln  der  Gleichung  (22)],  so  folgt  aus  beidai 
Gleichungen  yi^z=:2  -^ y%*  d.  h.  es  sind  die  Wurzeln  der  Glei- 
cbung  (22)  von  der  Beschaffenheit ,  dass  das  Quadrat  jeder  Wor- 
zel  gleich  ist  %  plus  einer  andern  Wurzel,  die  Wurzel  natiirliek 
versehen  mit  dem  zugehörigen  Vorzeichen. 

Wird  in  der  Gleichung 

Vz  an  die  Stelle  von  x  gesetzt,  so  erhält  man  eine  GleicIiHDgf 
deren  Wurzeln  man  aus  den  Wurzeln  der  gegebenen  erhält,  weoo 
man  letztere  mit  — 1  multiplicirt ;  ist  also  fx  eine  Wurzel  der  Glei* 
chung,  so  ist  auch  — a*  eine  Wurzel  derselben.    Setzt  man  dos 

in  dieser  Gleichung  a-f-ss^j;   — a* «  =  yi    [^1»  ^«  sind  ^ 

dann  Wurzeln  der  Gleichung  (23)],  so  folgt  aus  beiden  Glelchoi' 
gen  2/i*  =  2  —  y^,  d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung  (23)  sind  von 
der  Beschaffenheit,  dass  das  Quadrat  jeder  Wurzel  gleich  ist) 
minus  einer  andern  Wurzel  derselben  Gleichung. 

Beachtet  man,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  (22)  die  vB" 
geraden  Diagonalen  des  regulären  2(4n-f  ])-Ecks,  die  der  Glel' 
chung  (23)  die  ungeraden  Diagonalen  des  2(4it'f  3)-Ecks  AA 
theils  versehen  mit  dem  Vorzeichen  -f ,  theils  mit  dem  Vonri* 
eben  — ,  so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
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«■+  Ji  .j;»-*+-^i-^'"*  +  •..-  +  An-'USs+Au  =  0,    (24) 

nthalte  als  Wurzeln  die  Grosseo  Xi^  x^  x^,  «...  Xn'i  niau  wisse, 
as8  ziviseben  diesen  Grossen  die  Gleichungen  gelten: 

(26) 

Ans  (25)  folgt  Xi^—2=zx2,    folglich: 

1*— 4j:i*=arj*— 4;  ar»*— 4r,*=jra*— ^5  ar,*— 4ar3*==a:4*— 4;  .... 

Xu^  —  iXn*  =  Ai'— 4, 
»Iglich : 

(26) 

i^»x^»Xj^\,„Xn'^i*%  ^ii*£=l  oder  jTi.j^.a^s  ....  Arii.i.:r»=:l:I=:ilii. 

Das  Produkt  derjenigen  ungeraden  Diagonalen  eines 
regulären  2(471-1-1)- Ecks«  die  eine  Periode  bilden,  Ist  =-(-1, 
wenn  alle  Diagonalen  nach  ihrem  absoluten  Werthe  ge* 
noDimen  werden. 

Da  man  aus  den  Zeigern  der  Diagonalen  sehen  kann,  welche 
Is  positiv,  welche  als  negativ  erscheinen,  so  lässt  sich  stets 
Igen,  ob  das  Produkt  der  Diagonalen,  die  eine  Periode  bilden, 
s  +  1  oder  =  —  1  sei. 

Die  Gleichungen  in  (25)  lassen  sich  auch  schreiben: 

arj*— 1  ==  1  -fdrs;  a:^*— 1  =  1  -t-x^;  ....  Xtfl  —  l  =  l+a?i ; 
•Iglich  ist: 

(«1— l)(a:ji— l)(j:,  — 1)  ....  (.T»— 1)  =  1.  .   .   .(27) 

Versteht  man  unter  Ci,  C«,  Ca,  ....  C»  die  Summe  der  er- 
en,  zweiten,  dritten,  ....  nten  Corabinationsklasse  phne  Wider- 
ilungen  aus  den  Elementen  Xi,  x^,  x^,  ....  Xn»  so  kann  man 
att  (27)  auch 

•— Ci-i  +  Oi-a— 0»-s+  ....  +(—l)«.C«—(—l)».C' +  (-!)"=  1 

itzen,   und  da  nach  bekannten  Sätzen: 

li  =— Ci,  A2=  +C«,  48  =  —  Ct,  ....  J«  =  (— !)• . CW 

t,   80  geht  die  letzte  Gleichung,   im  Falle  n  eine  gerade  Zabl 
),  fiber  in: 

Ai+A^  +  A^+....  +  Au^Os (28) 

mn  n  eine  ungerade  Zahl  ist  in: 


r  ■■ 
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A='^'*~g'~^";    S4  =  2n-S,;     «S4=4n -45, +  «1; 

U.    8.    W. 

siD  werde. 

$.  16. 

Die  GleichuDgen  von  §.  15.  genflgen,  um  die  Gleichung  des 
ignlfireo  34 -Ecks  in  zwei  GleichuDgen  vierten  Grades  zu  zerle- 
BB.  —  Ans  §.  13.  und  (•  14.  weiss  man»  dass  die  ungeraden  Dia» 
»nalen  des  regulären  34-  Ecks  zwei  Perioden  zu  4  Gliedern  bil- 
Bo.    Es  sei 

e  Gleichung,  welche  die  Diagonalen  1.  15.  13.  9  als  Wurzeln 
ithSit;  da  nur  die  Diagonale  15  negativ  ist,  so  ist  A^  nach  (26) 
:— 1;   die  Gleichungen  (28),  (30),  (32)  geben  also  jetzt: 

l,  +  ^.  +  ^3  =  +l;    8-4il,+2^,-J,=  l;    ^^  =  ^'*"^^>""^ 

kis  den  ersten  beiden  Gleichungen  folgt: 

l,=  /l,-2,  folglich  ^,-2  =  "^'*^^'""^  oder  .l,«-.!, -4  =  0, 

^i=i(li:Vl7); 

a  nun  oti -f  ^i8~f^o^^i6  >^^'   ^^  >s^  ^\   negativ,   folglich: 
I|  =  4(1-V17);    il4=4(-3-Vl7);    ^,  =  2  +  Vl7;    ^4=-!. 

Man  hätte  genau  dieselben  drei  Bedingungsgleichungen  erhal- 
DD,  hätte  die  obige  Gleichung  als  Wurzeln  enthalten  sollen  die 
diagonalen  3.  11.  5.  7;  da  hier  drei  negative  Wurzeln  vorhanden 
bd  und  x^ '\-  Xii -{-  Xf  dem  absoluten  Werthe  nach  grosser  ist 
b  X5,  60  ist  jetzt  für  Ai  der  positive  Werth  zu  nehmen;  man 
ehielte  für  diesen  Fall: 

•|  =  J(1+V17);     ^,  =  i(-3  +  Vl7);    /I,=3-Vl7;     2^4=-!; 

der 

die  Gleichung: 

ar*  +  4(l-Vl7)Ä»  — 4(3+Vl7)ar«  +  (2+Vl7)a;-l=0 
it  zu  Wurzeln  die  Diagonalen  1.  9.  13.  15, 

\  (34) 
die  Gleichung: 

^+4(1+Vl7)ar»  — i(3— Vl7)a:«+(2-Vl7)a:-l=0 
it  SU  Wurzeln  die  Diagonalen  3. 5. 7. 11  des  regulären  34*Ecks. 

Th«U  XLVI.  31 
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Soll  die  Haaptperiode  in  9sGleicbangen  zerlegt  werden,  wo  mithin 
e  eine  Gleichung  die  Diagonalen  Xi ,  Xn-^i^  ^risr-i-i»  •-.-  ^(■t-i)x-f-i 
B  Wurzeln  enthalten  wird,  so  wird  sich  auch  eine  in  jedem 
»timmten  Falle  leicht  zu  ermittelnde  Reihe  Diagonalen  ans  der 
idern  Periode  eri»eben,  deren  Summe  vermehrt  um  die  dreifache 
anime  der  genannten  Diagonalen  gleich  ist  der  Summe  der  drit- 
D  Potenzen  dieser  letztern  Diagonalen. 

Man  kann  diesen  Fall  flbrigens  ganz  auf  den  Fall  in  §.  19. 
Brückföhren,  wenn  man  die  zweite  Periode,  die  nur  m  Glieder 
it,  Trmal  hinter  einander  schreibt  und  die  so  erhaltene  Reihe 
b  Periode  lietrachtet,  die  mit  der  Hauptperiode  gleiche  Glieder- 
abi hat. 

§.  22. 

Als  Beispiel,  wie  man  die  bisher  erw&hnteti  Sätze  zur  Zer- 
e|^Dg  der  Gleichung  eines  regulären  2 (2ii -f  l)*E)ck6  benutzen 
Kfinoe,  diene  die  Zerlegung  der  Gleichung  des  regulären  82-Ecks 
■  snrei  Gleichungen.     Die  gesuchten  Gleichungen  seien : 

lit  den  Diagonalen  1.  39.  37.  33.  25.  9.  2a  5.  31.  21  und 

■it  den  Diagonalen  3.  35.  29.  17.  7.  27.  13.  15.  11.  19  als  Warsein. 

Eis  sei  gefunden: 

^i=  — Si  =  4(l-V41)    und    i?i  =  -5,  =4(1  + V41), 

ttd  habe  Si,  S«,  Ss, ....  dieselbe  Bedeutung  [Gleichung  (31)]  fOr 
lie  erste,  wie  5i,  5«,  5s».-..  Itir  die  zweite  Gleichung.  —  Nach 
Bleichung  (32)  ist: 

S,  =  4(39  +  V41).  5»  =  4(39-V41); 
lieh  Gleichung  (38)  ist: 

53=-.2  +  V41,  5,  =  -2-V41; 
üeh  Gleichung  (33) : 

5^  =  4(115  +  5^41).  5^  =  4(115 -6V41); 
lach  Gleichung  (39): 

S.=  -8+3V41.  5»  =  — 8— 3V41; 


l::»» 
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nach  Gleichung;  (33): 

Sj  =  189  +  10V41,  5«  =  189  ~  10  V41 ; 
oacb  Gleichung  (40): 

Sy  =  — 32  +  10V41,  5r  =  — 32— 101/41; 

nach  Gleichang  (33): 

i^=:4(1307+77V41),    5a  =  4(1307— 77 V41). 

Mittelst  der  New  tonischen  Gleichungen  und  der  Gleichungen 
und  (28)  6ndet  man  nun : 

A^  =i(-9-V41),  Ä,  =4(-9+V41); 

^3  =4(7  +  7V41),  Äs   =4(7-7V41); 

A^  =-2  +  2V41,  i?4  =^2— 2V41; 

A^   =-28— 8V41,  B^  =-28  +  8V41; 

A^  =33,  B^  ^  33; 

Ar  =4(71  +  11V41),  Br  =  i(71-llV4I); 

A^  =— 42— 4V41,  B^  =:-42  +  4V41; 

A^  =5  +  2V41,  B^  =5-2V41; 

/flO^""lf  -öio  =  ^l« 

Man  sieht  9  dass  man  die  wirkliche  Gleichung  des  regoll 
82-Ecks  nicht  zu  kennen  braucht,  um  die  Zerlegung  zu  bewirk 
dass  sich  A^  Bi  finden  lassen,  wenn  man  von  der  Gleichi 
des  82.Eck8  nur  die  ersten  Glieder  ar^^+a:"— 19a:"  — ....  kn 
werden  wir  §.  24.  sehen. 


§.  23. 

Zieht  man  in  irgend  einem  regulären  Vielecke  alle  Seiten  i 
Diagonalen^  so  lassen  sich  irgend  zwei  Diagonalen  desselben sl 
als  Gegenseiten  (oder  Diagonalen)  eines  Sehnenvierecks  auffas 
und  darauf  der  Ptolemäische  Lehrsatz  anwenden.  —  Sind  Xmt 
(wofür  man  auch  m,  p  setzen  kann)  zwei  ungerade  Diagoni 
eines  regulären  2(2it-|-l)-Ecks,  so  giebt  es  unter  den  versd 
denen  Sehnenvierecken,  in  denen  Xm,  Xp  Gegenseiten  sein  I 
nen,  zwei,  die  zugleich  Parallel -Trapeze  sind.  .In  dem  ei 
liegen  Xm,  Xp  auf  verschiedenen,  in  dem  andern  auf  dersel 
Seite  des  Mittelpunktes.  Im  letzteren  sind,  wenn  m>j  ist» 
beiden  andern  Gegenseiten  =  ^^(m-«) ;  die  beiden  Diagoni 
=  x\{m^») ,   nach  dem  PtolemSer  also : 
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Xan  Oberzeagt  «ich  bald,  dajBs  jedes  Glied  der  ersten  Periode 
«ich  viermal  in  der  Reibe  findet.  Jedes  Glied  der  zweiten  Periode 
jü>er  fünfnial;  setzt  man  also  statt  des  Quadrates  jedes  Glieder 
9  plus  dem  folgenden  Gliede  der  Periode,  so  ist: 

^t  =  — 4i4|— 6B,  =  ^4— Ä,,    da   i<,  +  Ä,  =  l   ist, 
folglich : 

4(Ji»+^j-!M))=r-4— Ä,     oder    /l,«+Ä,  =  11: 

ebenso: 

Äi«+^,  =  11, 
folglich : 

i4,.Äj=  — 10    und    i4,  =4(1-V41),     Ä|=4(l  +  V41), 

€la  man  ans  den  Zeigern  der  Diagonalen  abnehmen   kann,    dass 
Ax  9    welches  nur  die  drei    negativen  Diagonalen   ac^ ,    x^i ,   x^^ 
.cothSit,  negativ,    Bi  aber  positiv  sein  muss. 

Statt   A^i  B^  zu    suchen,    konnte  man    auch    direkt   A^ .  Bi 
m(  gleiche  Weise  finden. 

§.26. 
Beispiele    der    Zerlegung. 

I.    Die  Gleichnng  des  26 «Ecks: 
Ä«+^-5j:*~4a:»+6j:H3ar  -1=0  (Periode  1.  II.  9.  5.  3.  7.) 
«oll  in  zwei  Gleichungen 

jfl+Ai,x*i^At.a:i^A^=0    (Wurzeln  1.  9.  3.) 

xHBi  .x^+B^.x+B^  =  0   (Wurzeln  11.6.  7.) 

6.  11.  7 
zerlegt  werden.    Um  A^  zu  finden,  bildet  man  die  Reibe  /    /  q« 

also  Ist  i<,  =  -l=B,.  Da  J,  =  4(i4i«  +  i?i-6)  (§.16),  so 
erglebt  sich:  Ai^  +  Bi=ii,  desgleichen  i&,«-^i4,  =4,  folglich: 
At*+Bi^=z7  und  ^,.Ä,  =  — 3,  Ai-Bi=:±VK.  Da  A^  ne- 
gativ  ist  (xi+x^  +  x^  ist  po^^itiv),   so  folgt: 

Ji=4(l-Vl3),    i?i  =  4(l  +  Vl3). 
iVili  man  Äg  nach  §.  33.  berechnen»   so  ergiebt  sich : 
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=  -(2+a:y+j:5+a:n)  =  — (2-Äi)=-.4(3-Vl3), 

oder  die  beiden  Gleichangen  sind: 

«•+*(!— Vl3).:r»—j:  +  4(— 3+ VI3)  =  0 
und 

^•  +  i(l+Vl3).:r»— j:  +  4(— 3— V13)  =  0. 

Man  konnte  natürlich  auch  Ai .  Bi  direkt  aus  den  Zeigern  beredmea. 

Die  obige  Gleichung  soll  in  drei  Gleichungen  zweiten  Gra- 
des zerlegt  werden. 

Die  gesuchten  Gleichungen  seien: 

ar«+i<i,.r+^a=0  (Würz.  1.  6.),     xHB.iX+B^=:0  (Würz.  11.1), 

^+Ci.a?  +  C«  =  0  (Würz.  9.7.).  — 

Man  findet: 

d.  h.  die  drei  Gleichungen  lauten : 


Auf  dem  gewuhnlichen  Wege  der  Elimination  findet  sich 
dass  die  Gleichung  Ai^-^Ai*  —  AAi  — 1=0  zu  losen,  ua  dit 
Werthe  für  Ai,  Bi,  Q  zu  erhalten;  da  i?i  positiv,  Ai,  Ci  nef^ 
tiv  sein  müssen,  der  absolute  Werth  von  Ai  aber  grösser  als  te 
von  Ci,  so  sieht  man  auch,  wie  die  drei  Werthe  der  obigen  GW* 
chungen  zu  vertheilen  seien. 

II.  Die  Gleichung  des  34-Ecks  (cfr.  §§.  16.,  17.)  ist  ntek 
der  Methode  der  §§.  23.,  24.  zu  zerlegen.  Die  eine  Gleichung  est* 
halte  die  Diagonalen  1.  15.  13.  9.  als  Wurzeln ;  man  bildet  die  Reib«: 


9.    7.    6. 
7.  11.  13 


3.5. 
1.3 


11. 
15 


und  erhält: 


^»=  — ^1— 2i?i=  — l-ißi,    desgleichen    /Jb  =  — 1  — -4 


it 


da  2Ja+^a  +  i4i.B,=— 7  ist,  so  folgt  ^,.B,=--4,  und  hieraitf'^ 

i4,  =  4(l— V17),  J?i  =  i(l  +  Vl7).  Dass  A^,  B^=-l  sei,  wb- 
sen  wir  aus  §,  15.  Zerlegen  wir  nun  die  Gleichung  in  vier  GM^ 
chungen  zweiten  Grades,  nämlich  in: 

a:^*f  a|.jr-f  02  =  0  (mit  den  Wurzeln  a?i,  ^Tis), 
x'^'i-bi^x+b^zzzO  (mit  den  Wurzeln  Xi^,  x^)^ 
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x'^  +  ai.x+a^^O  (mit  den  Wurzelndes,  a;^)« 
^^ßi^x-i-ß^^O  (mit  den  Wnrzelo  d:ii»:E}'), 
i«  erhält  man: 

la  Og.b^^z  —  IszrOi.ßi   ist,   so  hat  man  die  Gleichungen: 

«i+ft  =  4(l+Vl7).    «,.ft=:-l, 
Uglich: 

«i-"A=±Y  2 ^^ 5 ' 

la  Ol  negativ,   ßi  positiv  ist,   so  ergiebt  sieb: 

%  =  i(l+Vl7-VlSrjF2vl7).    ft  =  i(l  +  vn  +  V^34+2vl7). 

Man  findet  ebenso   o^  =  —  61 ,   /?,  =  ^  a| ,   folglich   a, .  ^  =  —  1, 

■i  +  *i=J(l-Vl7),  d.  h.  aj— 6i=±4V34— 2V17);  da  o^ 
■egativ,  6|  positiv  ist,   so  ist: 

■k=si(l-Vl7— V34— 2V17),    6i =i(I  -  V17+ V^34— 2V17), 

^h.  die  Coefficienten  der  vier  gesuchten  Gleichungen  sind  jetzt 
bsadmmt 

IIL  Die  Gleichung  des  42-Ecks  ist  bereits  in  §.  8.  in  Fa- 
etoren  zerlegt  worden.  Der  Factor  o:«— a:*— O^r^+ö^'+Sa:*— 8j?+l=0 
Bsthilt  als  Wurzeln  die  Periode  (1. 19. 17. 13. 5.  IL).  Man  zerlege  in 

«•  +  i<i.a*+il,.a:  +  -4,  =  0  (Wurzeln  1.17.6.) 
luid 

j^-^Bi.x^  +  B^.x^B^^s^O  (Wurzeln  19.13.11.). 

Ilan  erhält  nach  der  Methode  des  $.  24. : 

l>ie  Diagonalen  jT),  ^9,  0:15  sind  Wurzeln  der  Gleichung  x^  +  x* 
•^2x — 1=:0,  folglich  a:3+a'9+:ri5  =  —  1,  also  ist  i^j^""^  — ^i> 
tt^^i—l — Bi,  und  da  A2  + B^+Ai.Bi^-^Q  ist,  so  ist  wei- 
ter ^1.^1= —  5,  folglich  Ai  —  Bi^±V'2l;  Ai  muss  negativ, 
Bg  positiv  sein,  also  ist: 

A,  =  i(-l-.V21),    B^  =  i(-l  + V21); 
J,  =  i(-1+V21),    B»  =  4(-l-V21). 

Im  findet  sich: 
TkdaXLn.  3S 
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-^»  =  —  a:i .  a:, r .  ^6  =  —  a:»  (a?3 +a:J  =  •— (ariy*  +  ariH«i'-<) 

=  «.(2-Ä^)  =  -j{5^V21), 

die  beiden  Gleichaagen  sind  also: 

a:a— i(l+v21)a:»  +  4(— l  +  V21)a:-i(5— V2I)=0 
und 

a:»-^^(l— V21)ar»  +  i(— l-V21)a:-i(5  +  V21)  =  a 

Soll  dieselbe  Gleichung  in  drei  Gleichungen  znreiten  Grades  M 
legt  werden,  so  seien  dieselben: 

ar*-|-'^i-^-h^ft  =  ^  (n^it  den  Wurzeln  1.  13.) t 
a:«+Bi.a:+Ba  =  0  (Wurzeln  19.5.). 
a:«+Ci.a?+C,  =  0  (Wurzeln  17.11.). 
Man   erhält: 

-4«=— l  +  a^g,    i5^  =  —  l+^s>     ^=— 1  +  a:,,. 

Ist  also  die  Gleichung  x^  +  a!^ — 2a? — 1=0,  deren  Wurzehi . 
x^,  x^^  sind,  gelost,  so  ist  A^,  B^,  C^  bestimmt,  und  wird  i 
dann  Ai,  Bi,  C|  aus  den  Gleichungen  finden,  die  man  eiH 
wenn  man  die  drei^  gesuchten  Gleichungen  multipticirt  uod  ( 
erhaltenen  Coefficienten  mit  denen  der  gegebenen  Gleichung  \ 
sammenhält. 

IV.    Die  Gleichung  des  50- Ecks  lautet^   nachdem  die  Gli 
chung  des  10 -Ecks  entfernt  ist: 

o:!«— 10a:8  +  35a:«+a:«  -  50:r*— 5:r»  +  25a:H5a:— 1  =  0; 

ihre  Wurzeln  bilden  die  Periode:  1.  23.  21.  17.  9.  7.  11.  3.  19.1 
Die  Gleichung  soll  zerlegt  werden  in : 

arH-<4i.J^+-42-^H^3-^*+^4-^+^6=0(mit  den  Würz.  1.21.9.11.1 

uod  in: 

x^^B^.ai^^B^.xHB^.xHB^.x^B^^{i  (mit  den  Würz.  23. 17.7.3.13 

Es  ist   ^1-4-^1=0;    nach  §.24.  findet  man: 

desgleichen : 
da  nun : 

.<,  +  Ä,  +  .4,.Äi=-2(ili  +  Ä|)-10f4.i?,=:  — 1 
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VI.  Die  Gleichung  des  62-Eck8: 

a:"— a?"— 14ä"  +  ISo-»  +  7&c"— 66a:»«>— 220a:»  +  Ifl&r» 
+  SSOr'^— 210a:«-"255ar»+ 126a:*  +  84a?»— 28^«— 8a: +1  =  0 

hat  15  Warzeln,  die  drei  Perioden  bilden.  Die  Gleichmg  « 
In  drei  Gleichungen  zerlegt  werden: 

aj*+^i.a:*+-42^»+^,.a:*+il4.a:+i45=:0  (Würz.  Xi,x^,x^,x^^i 
afi-i-Bi  .a^i-B^jc^+B^jr^-i-B^jr+B^ = 0  (Würz.  x^.  x^,  Xi^»  Xf»  «i 
x*'t'Ci.x*+C^.x^+\C^.x^i-C^ux:i-C^=0  (Würz.  x^^x^,Xii,x^x^ 

Man  findet: 

.4«  =  4+2Äi  +  Ci=i»i-l=i(ii,«-.<4-10); 

folglich; 

^1»  =  8+2^1+ 2^1 ; 
desgleichen: 

Bi«  =  8  +  Bi  +  2Ci;    qi»  =  8  +  C,+24; 

hieraus   ergeben    sich    im    Verein    mit  Ai  +  Bi -i- Ci  s=,  —  i 
Gleichungen : 

^i,JBi=— 4— 2B,;    Ä,.Ci  =  -4— 2Q;    Ci-^^,  =— 4-i 

und  eiiminirt  man  i?i,  Ci,  so  erhält  man: 

die  Gleichung  hat  drei  reelle  Wurzeln»  die  positive  bezeichne  o 
mit  2a,  sie  giebt  den  Werth  für  Ai,  denn  es  ist 

Ai  =  — (ari  +a;a^  +  a:ar+^4s+^i6) 

positiv;  von  den  negativen  Wurzeln  bezeichne  man  die  abü 
grössere  mit  zo,  die  kleinere  mit  zb,  so  Ist: 

C|  =  Zo,    Bi  =  Zb ; 

^,  B%,  Ca  ^>°^  j^^^  Au<^^  bekannt;  A^^  B^y  C^  sind=:-f 
A^,  A^;  B^,  B^;  C^,  C^  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit! 
den  Gleichungen  des  §.  15.  gegen  Ende. 

VII.  Die  Gleichung  des  66 -Ecks  lautet,  nachdem  der  Fad 
a:  -f  1  entfernt : 

a:!*—  15a:"  +  a:«  +  90a:"— 12a:W— 274ar»+54r» 
+441a:'^-lll«»-351a:*+99x*+lllÄ»-27a:»— 9a:+ls=a 
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Ntefc  §.  13.  bilden  die  15  Wurzeln  drei  Perioden  su  fünf  Gliedern. 
—  Man  soll  die  Gleichung  zerlegen  in : 

«»+4  .x^-i-  A^.x^-i-  A^.a^+  A^.x+  A^=zO 
(Wurzeln  Xi,  x^i,  w^g,  Xf^  Xir), 

x^+Bi.x^+B^.x^-t-B^.x^+B^.x-i-B^^O 

(Wurzeln  x^,  x^,  x^^  x^,  ^\hi* 

(Wurzeln  or«,  x«,,  Xi^,  Xrt  ^19). 
Mm  findet: 

Aos  der  zweiten  dieser  Gleichnogen  folgt: 

oder: 

^1  — — 2  *^' 

Da  die  Suinine  der  Wurzeln  x^^  x^^  x^i^  x^^  Xi^  negativ»  JBi  also 
poiritiv  sein  muss,  so  folgt: 

«US  den  Gleichungen  (29),  (30)  ergiebt  sich: 

Ä0  =  —  3,    A4  =  -|-3, 

d.  h.  die  Gleichung  lautet: 

ar*  +  x*-4jr»— 3a:«  +  ar+  1=0, 

•ine  Gleichung,  die  sich  auch  daraus  ergiebt,  dass  die  Wurzeln 
lenelben  die  ungeraden  Diagonalen  des  regulären  22-Eycks  sind. 
Am  il,  =  — Äi  folgt: 

i4,«  +  ^i=8    oder    ^,  =4(— 1±V33); 

U  Ai  n^ativ  sein  muss,  so  ist: 

Ai  =  J(— l  -1/33),     C,  =  i(—  1  +  V33).    il,  =  Ci.=  -  1. 

£s  findet  sich  aus  (29),  (30) : 

^8=4(9  +  31/33),    i<4  =  — 6— V33  u.  s.w.; 

it  gesuchten  Gleichungen  sind  also: 

jr*-4(I+V33)««— «»  +  J(9  +  3V33);r«-(6  +  V33):r  +  l=0 
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and 
ar»—i{l  — v33)ar4-a?a+4(9-3V33)a?«  — (6— V33)j;+I=:a 


§.  26. 

Gegen  die  im  Vorhergehenden  angewendete  Zerlegung  IM 
sich  der  Einwand  erheben,  sie  sei  in  vielen  Fällen  sehr  breit  itd 
ihre  Benutzung  zeitraubend.  Wollte  man  nach  ihr  z.  B.  dio 
Gleichung  des  regulären  386- Ecks,  dessen  Diagonalen  zwei  Pe- 
rioden von  48  Gliedern  bilden,  in  zwei  Gleichungen: 

x^^'\-Ai.x*^+....=zO    und    a^^+Bj.a:*^+....=zO 

zerlegen,  so  musste  man  zur  Berechnung  von  Ai-Bi,  selbst  wenn 
man  die  nothigen  Additionen,  Subtractionen ,  Divisionen  durch  S 
nicht  rechnet,  4608  Zahlen  schreiben,  —  Diese  allerdings  bedai* 
tende  Arbeit  wird  aber  durch  Anwendung  des  folgenden  Satzes 
find  der  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen  sehr  verringert: 

Bezeichnet  man  die  Diagonalen  eines  regulären  2(2r-|-I)- 
Ecks  nur  mit  ihren  Zeigern,  und  sind  «r,  b  zwei  der  uh 
geraden  Diagonalen  des  Vielecks,  die  entweder  derselben 
oder  verschiedenen  Perioden  angehören,  hat  man  ferocr 
gefunden,  es  sei  a.b  =  r*+«*— 4,  es  sind  also  r,  i  oiH 
gerade  Diagonalen  desselben  Vielecks,  folgt  auf  a  h 
seiner  Periode  c,  auf  b  aber  d  und  es  ist  c.rf  =  a:*+^*— 4,  | 
so  folgt  in  der  Periode,  zu  der  r  gehurt,  auf  r  entweder  ; 
X,  und  dann  folgt  auf  s  auch  y,  oder  es  folgt  y  aafr 
und  x  auf  s  in  den  betreffenden  Perioden. 

Die  Diagonalen  a,  b  haben  entweder  die  Form  ifi-^l  oder  4|yi+3; 
auf  jede  Diagonale  2m4-l  folgt  im  2(4n-{-l)-Ecke  (für  dieses  soll 
der  Beweis  geführt  werden,  er  ist  ganz  ähnlich  für  die  2(4ii  +  3)- 
Ecke  zu  fähren)  entweder  4(n  — m)  — I  oder  4(m— w)+l.  —  Die 
verschiedenen  hier  möglichen  Fälle  sind: 

I.    Es  ist: 

/i=4m  +  l,  6=4fi+l,  a.6=:(2m+2^+I)H-(4n+l— 2m+2fi)«-4; 

nun  sei : 

1)  r!  =  4(n-2/ii)  — 1     und     d  =  4(n -2fi)  — 1, 
dann  ist: 

r.rf  =  (4n  — 4m  — 4|i*  — l)H(4ii  +  l-4/ii+4f*)«  — 4; 
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2)  c  =  4(n— 2m)-l  und  d  =  4(2fi— n)+ 1, 
hoD  ist: 

c.d=(4«  +  l+4m  — 4fA)«  +  (4»-4m— 4fi— 1)»— 4; 

3)  c  =  4(2m-n)  +  l  uod  d  =  4(2fi— n)  +  l. 
hao  ist: 

cd  =  (4m+4fi— 4n+ 1)«  +  (4n  + 1  — 4m  +  4fi)«  -  4. 

II.    Es  ist: 

t=:4m+l>  6=4|i*+3,  a.6=(2m— 2^— l)«+(4n— 1— 2m— 2^)«— 4; 

OB  sei: 

1)  c  =  4(n  — 2m)-l  and  d  =  4(fi-2f*— 1)  — 1. 

ann  ist: 

c.d  =  (4n— 4iii— 4^— 3)«+(4ji+4m— 4fi— 1)«— 4; 

2)  c==4(n— 2m)  — 1  und  d  =  4(2fi+l  —  ii)  + 1. 

kuk  Ist: 

i;.d  =  (4«+4m— 4fi— l)»+(4ii— 4m— 4fi— 3)*— 4; 

3)  c  =  4(2m— ii)  +  l  und  d  =  4(2|i*  +  l-.fi)  +  l. 
ann  Ist: 

cd  s  (4m-|-4fi— 4fi+3)<4-(4i9-hl-f  4m  — 4f*)s— 4. 

IIL    Es  ist: 
=4m-f3,  6  =  4^+3,  a.6s=(2m+2ft+3)*+(4it+l— 2m+2^)*-4; 
iD  sei: 

1)  i;  =  4(ii-2m  — 1)— 1  aod  d  =  4(»— 2^— I)  -  1, 
DD  ist: 

cd  =  (4ii— 4m -4^— 5)*-!- (4ft -f  1— 4m44^)*- 4 ; 

2)  c  =  4(»— 2m  — 1)-1  Qod  d  :=  4(2^-|  I  — ft)4  1« 
HD  ist: 

cd  =  (4JI-I' 1 -4m  f  4^j«-f- (4n— 4m— 4^— 5)<  — 4; 

3)  c=:4(2m-M  — »;-|-I  und  d  =z  iClfi-t^l-^n) +  1, 
ID  ist: 
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cd  =  (4m +4fi-- 4«  +  6)«  +  (4«  + 1 -^  4m  +  4fi)«  -  4, 

und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  der  That  die  Glieder,  i| 
dem  Produkte  cd  entsprechen ^  in  ihren  Perioden  folgen  d« 
Gliedern,  die  dem  Produkte  a,b  gleich  sind.    Cfr.  §.  14. 

Statt  r^  s^  a:^,  f/'  aber  lässt  sieb  setzen  2  db  dem  in  dar 
Periode  folgenden  Gücde,  und  geschieht  dieses,  so  kaim  Wi 
folgenden  Satz  aufstellen: 

Folgt  in  einer  der  Perioden  der  ungeraden  Diagonale! 
eines  regulären  Vielecks  ape  auf  Xa,  und  in  dersellici 
oder  in  einer  anderen  Periode  desselben  Vielecks  J^ 
auf  Xb,  setzt  man  statt  der  Produkte  Xa^n  und  x^ti 
die  ihr  gleiche  positive  (negative)  Summe  zweier  unge- 
raden Diagonalen  desselben  Vielecks,  ist  also: 

Xa»OCb  =  i  (pOa  +  X^)  f     J^c  .^d  =  i  (dTy  +  Xd)$ 

SO  folgt  in  der  betreffenden  Periode  Xy  entweder  anfji^ 
und  dann  folgt  X4  auf  Xß,  oder  es  folgt  Xy  auf  Xß  nad 
dann  folgt  Xtf  auf  Xa» 

Es  seien  arm»  Xn^  Xp,  Xr, ....  x»,  xt  die  auf  einander  folgei- 
den  Glieder  einer  Periode,  ihre  Summe  =  —  Ai\  Xfui^XvfXm 
Xq9  ....  Xn,  Xt  die  apf  einander  folgenden  Glieder  einer  änderet 
Periode  desselben  Vielecks,  ihre  Summe  = —  Bii  das  Prodalt 
Ai.ßi  kann  man  dann  schreiben: 

Xf^i.Xm  '\-  Xv'Xn  +  Xjc  »Xp^  Xq.Xt  •{■  ...  +  JT^r .  JT«  +  Xr  •  Xt  + 

Xß.Xn'\-^V'Xp-\^Xn.Xr\r -}•  Xa  .Xt  + Xr.Xm-\r 

Ot:ft.Xp-\  Xv^Xr  + -^r  ^a.Xm^rXx.Xn^r 

Xfx.Xt  -\-Xv. Xm  +  ^n  •  ^n  + -^Xt.Xt. 

Dass  diese  Summe  das  verlangte  Produkt  darstellt,  geht  daraiii 
hervor,    dass  jede  Vertikalrcihe  die  Produkte   enthält   aus  dd»* 
selben  Summanden  der  zweiten  Periode  in  die  sämmtlichen  Sil» 
manden  der  ersten  Periode.     Die  Produkte  jeder  Horizontalreik 
stehen  aber  in  solcher  Ordnung  hintereinander,  dass  die  Factorei 
des  folgenden  Produktes  die  Glieder  der  Perioden  sind,  die  irf 
die  Factoren  des  vorhergehenden  Produktes  folgen;    denkt  mü 
also  statt  jedes  Produktes  die  positive  oder  negative  Summe  der 
beiden   Diagonalen   gesetzt,   mit  der  das   Produkt  gleich  ist,  •» 
bilden   diese  Summen  die  auf  einander  folgenden  Glieder  zwelei 
Perioden  des  Vielecks,   statt  jeder  Horizontalreihe  ist  also  fift 
positive  oder  negative  Summe  zweier  Perioden  des  Vieledcs  fli 
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tlied  aas  der  Zahl  derer,  deren  negative  Summen — 61 

gehurt  ^  bi  als  ein  Sammand  zu  ai.6j;  ^  Ci  desgl.  zu 

Foi  aber  zu  Ci.ai  u.  s.  w.     Die  Sache  verhält  sich  auf 

Weise,   wenn  scr  zu  einer  Periode  gehört ,    die  mit  der 

deren  Gleichung  wir  zerlegen  wollen,  gleiche  Gliederzahl 

dem  einen  Gliede  ergeben  sich   unmittelbar  die  Diago- 

sren  Summe  unter  die  Summanden  von  a|  .^i»  61  .C|,  Ci  .Oi 

men  sind.  —  Ist  aber  Xr  einer   Periode    angehorig,    die 

Slieder  hat,  so  wird  sich  leicht  bestimmen  lassen,  welche 

lerselben  und  in  welcher  Zahl  jedes  den  Summen  zuzn« 

ind,  die  gleich  a|.6i,  61. C|,  CfOi  sind. 

»elbe  Verfahren  lässt  sich  aber  auch  anwenden,  wenn 
ode  5m,  7m,  ....  Glieder  hat,  man  bat  nur  hei  5iii 
z.  B.  die  erste  Vertikal  -  Reihe  in  1.2,  1.7,  1.12,  1.17 
ländern,  und  Gndet  durch  Verwandlung  dieser  Produkte 
nen  unmittelbar  die  Wertbe  von  /i].6|,  ^.Cj,  Ci«<f|, 
.a|. 

Diagonalen  des  70 -Ecks  bilden  3  Perioden.  Periode  I. 
ie  Diagonalen  4.  21 ;  Periode  II.  die  Diagonalen  6. 25. 15  (14- 
3riode  HI.  die  Diagonalen  1.  33.  31.  27.  19.  3.  29.  23.  11. 
Die  negative  Summe  der  Glieder  der  dritten  Periode 
§.  8.  =  1.  Die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Glieder 
en  Periode  sind,  soll  -in  3  Gleichungen  zerlegt  werden. 
;e: 

—  C  =  2:31  +  X^  +^11  +  Xif. 

»indet  man  den  Zeiger  1   mit  den  Zeigern  33,   19,  23,  9 
man  die  Reihen: 

17.  25.  23.     5. 
19.    9.  II.  31.' 

in  man  statt  der  Quadrate  die  in  der  Periode  folgenden 
letzt: 

1.  15.  11.  25. 

3.  17.  13.  27. 

Zahlen  1,  13,  27  geboren  zu  Oi;  3,  17,  11  zu  C|;  15,  25 
der  Periode  II.  zu,  die  aus  drei  Gliedern  besteht,  wäh- 
iode  III.  12  Glieder  enthält,  mitbin  ist: 

\ai  +3ci  —  4  (ari5  +  ar,»);     Äj.Cj  =  3Äi  +  3ai  — 4(4:5  +  Xi^) ; 
CiMi  =3ei-t-36i— 4(«t*  +  ^6); 
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sind  also  x^,  Xn^  x^  bestimmt^   so  lassen  sich  aoch  a^  (i,  q,^ 
finden. 


§.  28. 

Bei  einer  Anzahl  regnlSrer  2(4n-|-l)-Ecke  bilden  sSmmtiidic 
2n  angerade  Diagonalen  eine  einzige  Periode.  (26,  58,  74,  MRb 
122,  ....  -Eck  gehören  dazu.)  Die  Summe  aller  ungeraden  Dit- 
gonalen  eines  solchen  Vielecks  ist  =  —  1  [Gleichung  (21)].  Die 
negative  Summe  der  an  den  ungeraden  Stellen  der  Periode  ste- 
henden Diagonalen  sei  cti  ;  die  negative  Summe  der  an  den  ge- 
raden Stellen  stehenden  Diagonalen  sei  bi ;  also  Oi  +  fr|  =  1* 
Man  bilde  folgende  Reihe  von  Produkten : 

1.2, 2.3, 3.4, 4.5, ....  (2n-3)  (2ii-2),  (2n-2)(2« -I),   (2ii-l)(2»),  2ii.l 
1.4, 2.5, 3.6, 4.7,  ....(2n— 3)(2ii),       (2w-2).  1,  (2ii-l).2,    2fi.3i 

1.6, 2.7, 3.8, 4.9, .... (2n3) .2,  (2n-2).3,  (2fi-1).  4,    2«i, 

1.2n,  2.1,  3.2,  4.3,  ....  (2ii— 3)(2?<-4),   (2ii-2)(2ii— 3), 

(2ii  — l)(2it— 2),    2n(2ii  — 1). 

Die  n  Vertikalreihen,  die  an  den  ungeraden  Stellen  stehei^ 
addirt  geben  er].6j;  ebenso  gross  ist  die  Summe  der  n  Vertikal* 
reihen,  die  an  den  geraden  Stellen  stehen;  die  Gesammtlieit 
alter  Produkte  ist  also  2(7|.6i.  Setzt  man  statt  jedes  Produktcf 
die  Summe  der  beiden  Diagonalen ,  die  dem  Produkte  gleich  iitf 
so  ist  die  Summe  jeder  Horizontalreihe  gleich  der  doppeitei 
Summe  aller  ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks;  da  also  n  Bf 
rizontalreihen  vorhanden  sind,  so  ist: 

/!,. /;,=-«  oder  a,=4(l±  VTTSi),  ft,  =4(lT  V^l+Tn). 


§.  29. 

Die  Zusammenstellung  von  Produkten  immer  zfveier  Diago- 
nalen, vvie  sie  in  §.  27.  gegeben,  zeigt  in  dem  Falle,  wo  das  be- 
treffende Vieleck  ^in  Diagonalen  hat,  die  sämmttich  nur  eiae 
Periode  bilden  (ein  Fall,  der  bei  dem  38,  74,  122,  134,  ....  -Ed 
vorliegt),  da»s  f7|.A| +Ä|.r, +C|.n,  =  — 2m  sei.  Dass  die  SoiDBe 
aller  jener  Produkte  =  Oi.6i  +  Äi.Cj  +fi.«i  »ei,  ist  schon  j.  37. 
gezeigt.  Setzt  man  statt  jedes  Produktes  die  entsprechende 
Summe  zweier  Diagonalen,  so  stellt  jede  der  m  Horizontalreihü 
dieselbe  Periode  aller  ungeraden  Diagonalen  des  Vielecks 
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also  ist: 

jr«  +  a:«— 6jr— 7=0 

XU  I5sen;    die  Wurzeln  der  GleicbuDgen   geben   die  Wertlie  Hrj 
«i»  *i»  ^1'  — 

Die  Periode  der  Diagonalen  des  regulfiren  74-Ecks  lautet; 
1.  35.  33.  29.  21.  5.  27.  17.  3.  31.  25.  13.  11.  15.  7.  28.  9.  U; 
man  setze: 

— .  d  =  OTi  +  jrj9 + jTgy +a^i  +  «n +a-a8 ; 
—  6|  =  «ss+^z^  +^ir+^«Ä+*i5+*«f 

Es  ist: 

«1  + *!+<?!  =  1;  Oi.6i= — 5ai — 4i|— 3ei$ 
also: 

**i'^i  +6i«<?i+Ci'fli  =  — 12;  Oi.öi.Ci  =  11; 

oder  die  Wurzeln  von  ar*— :r* — 12:r — 11=0  geben  die  Wertk 
von  Ol,  6|,  Ci»  — 


§.  30. 

Die  Diagonalen  des  regulären  146-Ecks  bilden  4  Periode! 
(cfr.  §.  13.) ;  während  sieb  in  Periode  I.  der  Zeiger  1  findet,  hit 
man  in  Periode  III.  den  Zeiger  5^  in  Periode  II.  den  Zeiger  9» 
dabei  aber  auch  den  Zeiger  3,  in  Periode  IV.  den  Zeiger  15,  dl* 
bei  auch  den  Zeiger  11;  in  Periode  I.  ist  auch  der  Zeiger  S5; 
stellt  man  also  die  Perioden  in  folgender  Reihe  hinter  einander: 
L,  III.,  II.,  IV.,  I.,  so  findet  sich  in  jeder  Periode  ein  Zeiger,  detf 
das  Fünffache  ist  von  einem  Zeiger  der  vorhergehenden  Periode* 
Stellt  man  die  Perioden  des  regulären  514  -  Ecks  in  folgeodtf 
Reihe  hinter  einander  I.,  IX.,  II.,  X.,  III.,  XL,  IV.,  XIL,  V.,  XUL, 
VI.,  XIV.,  VII.,  XV.,  VIII.,  XVI.,  L,  so  ist  in  jeder  Periode  fk 
Zeiger,  der  das  Dreifache  ist  von  einem  Zeiger  der  vorhergehente 
Periode.  —  Es  seien  Og,  cij,  fla,  ••••  Zeiger  auf  einander  folgeadtf 
Glieder  einer;  6i,  62,  63,  ....  eben  solche  Zeiger  einer  anden 
oder  auch  derselben  Periode  eines  regulären  2(2n+l)-Ecks;  fer 
ner  sei  6|  =  (2m-f  1)0^.    Aus  §•  14.  ist  bekannt,  dass 

2ai=±agi  aos^dbos;  —  26i=i:6t;-26s^J:6,; ....  (Mod.ftH-I)» 


.ii 
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hat  gefuoden,  es  sei  das  Produkt  Irgend  iweler  dleMr 
Diagonalen  Xa^Xh  gleich  der  positiven  oder  negatiTeo 
Summe  der  Diagonalen  Xm  und  x«,  so  ist  das  Prodökt 
der  unter  Xay  xh  stehenden  Diagonalen  gefunden,  wenn 
man  die  positive  oder  negative  Summe  der  beiden  unter 
Xmy  ^§  stehenden  Diagonalen  nimmt. 

Der  Satz  lässt  sich  fibrigens  auch  ganz  in  der  Art  beireiseo, 
wie  es  bei  dem  entsprechenden  in  §.  26.  geschehen;  der  letztere 
Satz  ergiebt  sich  aus  dem  obigen,  wenn  man  Perioden  nach  dem 
Factor  2  unter  einander  ordnet  —  Es  ergiebt  sich  nun  aber  auch 
folgender  Satz: 

Sind  die  Perioden  eines  regulären  2(2n -f  1)-Ecks  nach 
dem  Factor  2m  -|-  1  unter  einander  geordnet,    und  shid 
jTi,  x%t  x^t  ....  beliebige  Diagonalen  einer,  Xi»  jr^  X^y .... 
beliebige  Diagonalen,  sei  es  derselben  sei  es  einer  «■• 
dern  Periode  dieses  Vielecks ;  sind  femer  2^,  z^  2,,  .^ 
die  unter  Xi,  x^,  x^,   ....  und  ?j,   j^,   ;,,  .»••  die  uiter 
^1»    ^29    h$    •*••    stehenden   Diagonalen;    ist    endlich 
(a:i+^a+a:3+....)  0^i+Xt+ X^ +....)  =  ±(pi+p%'hp^+^) 
gefunden,    wo  pi,  p^,  p^t  ••••  beliebige  Diagonalen  dai- 
selhen  Vielecks  sind,  so  erhält  man  die  Summe,  weleb 

gleich  dem  Produkte  (zi  +22+^3+*-)  (?i+?2+h+  ••••)  **    ' 
wenn  man  die  Summe  der  Diagonalen  nimmt,  die  unter 
Pi,  p^,  pz$  ••••  stehen. 


§.  31. 

Wir  wollen  im  Folgenden  nur  Vielecke  betrachten,  bei  denei 
An  +  l  oder  4n-|-3  eine  Primzahl  ist.  Die  2it  ungeraden  Diago- 
nalen eines  2(4n-f-l)-Ecks  bilden  zwei  Perioden;  ^|,  Bi  seien  die 
negativen  Summen  der  Glieder  dieser  Perioden ;  nach  §.  26.  ergteU 
sich: 

Ai,  Bi  zs  a»Ai'\-ß.Bi, 

folglich  nach  §•  30. : 

Bi,Ai  zs  a.Bi  •{'ß.Ai, 

d.  h.  es  ist  a  =  j3,  und  da  o  -f  ^  dem   absoluten  Werthe  ntek 
=  2n  sein  muss,  so  ist: 

Ai,Bi  =  — 7i;  Ai  +  Biz=,  1.  cfr.  §.  28. 

Die  n  ungeraden  Diagonalen  eines  2(*272-f  I)-Ecks  bilden  SPe* 
rioden;  Ai,  ß^f  6\  seien  die  negativen  Summen  der  Gliedff 
jeder  dieser  Perioden,  auch  mügen  sie  nach  einem  Factor  Sn-i-l 
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iter  einander  geordnet,  io  der  genannten  Reihe  einander  folgen, 
leh  $.  26.  habe  man  erbalten: 

uro  ist  nach  §•  30.: 

Iglicb: 

i^i.^i-f  ^.C,  +  Q.^i  =  i:(«+/5+y)  cfr.  j.  29. 

Ebenso  wie  in  §.  29.  kann  man  jetzt  zeigen,  dass  anch 
i.fii.Ci  gleich  einer  nur  von  a»  ß,  y  abhängigen  Grösse  sei; 
i9  Bit  Ci  sind  also  Wurzeln  einer  kabischen  Gleichung. 

Die  2ft  angeraden  Diagonalen  eines  2  (4n  -f  1)  -  Ecks  bilden 
ier  Perioden;  Ai,  Bi,  Ci,  Z>i  seien  die  negativen  Summen  der 
lieder  dieser  Perioden^  die  nach  dem  Factor  (2m-t'l)  unter  ein- 
ider  geordnet  in  der  Reihe  An  Bi,  Ci,  Z>|,  Ai  einander  folgen 
ligen.    Nach  §.  26.  habe  sich  ergeben: 


lan  ist; 


liglich : 


nd  da: 


Ai.Bj  =a.^i+p.Bi  +  y.Ci  +  d./>i, 

Äi.Ci=a.Äi  +  /J.Ci+y. />!.  +  «.  4, 
Ci.Di=:a.Ci'l'ß.Di  +  y.Ai  +  8.Bi, 
Di.AiZSi  a.Di  +  ß.Ai  +y.Äi  +«.  Ci ; 


0 

»  findet  man  Ai+Ci  und  B^  +  Di  durch  eine  quadratische  Glei- 
inng. 

Es  sei  ferner  erhalten  worden: 

liglich : 

Äi-A  =f*.Äi  +  v.Ci+».Z)i  +  ^.ili, 

dthin  ergiebt  sich: 

(f*-«)(J,^Ci)  =  (Q-^)  (ff,-A) 
ThsU  XLTL  SS 
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d.  h,  es  ist  entweder  ^=;r  und  ^  =  v  oder  Mi— Q)*=(Äi— Z^)*- 
Da  die  letzte  Gleichung  entweder  Ai — (^  =  ß|— Z>i  oder  Ai-^Cg 
s=  Z>|— i?|  giebt,  so  erhält  man  aus  ihr  und  ^t'f^i'fQ'f  A=^ 
dass  entweder  ^^i  -f  £|  =  J,  also  Ai+Bi=z  Ci+Di  odier  dass 
^2  -|-  />!  =  iffi  -(-  ^  ist    Da  beide  Gleichungen  unmöglich  sind, 

so  muss  fi  =  7c  und  g  =  v  sein;  alsdann  aber  ist: 

■ 

Ai.Ci  =  ii(A,  +  C|)+  v(Z?i  +Z)|) 
und 

also  2^1,   iß'i^    Ci,    Z>,    sind   durch    quadratische  Gleicboogen  n 

finden. 

Dieselben  Gleichungen  ergeben  sich  bei  der  Gleichung  eines 
regulären  2(4n-f  1)-Ecks,  wenn  die  ungeraden  Diagonalen  eine 
Periode  bilden,  deren  Gliederzahl  durch  4  theilbar  ist  und  disN 
Gleichung  in  vier  neue  Gleichungen  zerlegt  werden  soll.  — 

Uebrigens  lassen  sich  die  Werthe  von  Ag^  Bi,  Ci,  Di  ancb 
ohne  Berechnung  der  Produkte  Ai,Ci  y  Bi,Di  finden;  denn  ui 
den  ersten  vier  Gleichungen  kann  man  (^^i — Ci)(Bi  —  /)i)  wi» 
{Ai-{-Ci)(Bi^Di)  berechnen. 

Die  Diagonalen  des  regulären  146-Ecks  bilden  vier  Perioden 
(§.  13.).  Die  negativen  »Summen  der  Perioden  I.,  IL,  Hl.,  IV.  be- 
zeichne man  respective  mit  Ai,  Ci,  Bi,  />i ;  die  Perioden  nach 
dem  Factor  5  unter  einander  geordnet  folgen  dann  Ai,  Bf,  Ci,  Di» 
Da  n  =  18,  so  ist  (Ag  +  Ci)(Bi  +  Z>i)  =  - 18  und  da  Ai-^ßi 
+  Ci'i-Di  =1  ist,  so  ergiebt  sich: 

(^i  +  Ci)-(Äi+Z),)  =  ±V73; 

aus  den  Zeigern  der  Diagonalen  folgt,  dass  Ai-i-  Ci  negativ  seil 
muss,  folglich  ist: 

^i  +  Ci=4(I-V73);     ß,+  />i=4(l+V73). 

Es  ist  femer: 

Aj.Ci  =  — 424i-5i&i-4Ci-5/>i  =  J(— 9— V73), 

folglich ; 

(A.^Ci)^  =  4(73  +  3\/73);    (»i-A)*  =  4(73-3v73), 
und  daher : 


j 
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=i(l-V73-Vl46  +  6V73;  Ci=i(l-V73+ Vl46  +  6v73) ; 
=ia+V73— V146-6V73;  Z>i  =  J (1  +  V73+  V^146 - 6 V73). 

Die  ongeraden  Diagonalen  eines  regulären  2(4n-|-l)-Eck8 
en  sechs  Perioden  bilden;  oder  eine  Periode»  deren  Glieder* 
durch  6  theilbar  ist;  oder  zwei  Perioden,  die  Zahl  der  Glie» 
in  jeder  Periode  aber  durch  3  theilbar  sein,  in  jedem  Falle 
\  sich  die  Gleichung  des  Vielecks  in  sechs  Gleichungen  zer- 
n  und  zwar  hat  man  dazu  eine  quadratische  und  eine  kubi* 
\  Gleichung  zu  losen.  —  Im  ersten  Falle  mögen  Ai^  Bi»  Ci, 
El,  Fl  die  negativen  Summen  der  sechs  Perioden  bezeichnen, 
nach  dem  Factor  (2m +\)  unter  einander  geordnet  sind;  im 
iten  Falle  bezeichne  Ai  die  negative  Summe  der  Glieder 
»  13,  19  u.  s.  w.,  Bi  die  negative  Summe  der  Glieder  2,  8, 
20  a.  8.  w. ;  im  dritten  Falle  ist  Ai  +  Ci+Ei  die  negative 
ine  der  Glieder  der  einen,  J?|-f  Z>^-f  F^  die  entsprechende 
Be  der  andern  Periode,  und  zwar  Ai  die  negative  Summe 
Glieder  1,  4,  7,  10  u.  s.  w.  — -  Aus 

Ai.Bi  =  a.Ai+ß.Bi  +y.Ci  +  8.Di+B.Ei  +  l.Fi 
hen  sich  i^i.Q,  Ci,Di  u.  s.  w.,  und  daraus: 
9i+Bi.Ci+Ci.Di+Di.Ei+Ei.Fi+Fi.Ai  =  «+l5+y+d+«+«. 
Aus 

Ai.Di  =ii.Ai+v.Bi  +  o.Ci  +  »./>i  +  ^.£i  +  0.F, 
t: 

Ai.Di+Bi.Ei+Ci.Fi-Hv^+v+o  +  n+Q  +  c). 
Addirt  man  diese  beiden  Summen,  so  ist 
i-Ci+EiXBi+Di+Fi)  =  a+/J+y+*+c+|+i(f*+v+o+«+H-<J); 


Ai+Ci  +  Ei  und  Bi  +  Di+Fi 
ib  eine  quadratische  Gleichung  zu  finden. 
Es  «ri  fismer: 

Ag.Cg:=^fk.Ai  +  v.Bi+o.Ci+ni.Di+Q.Ei'^0.Fi, 


-■•  ^:. 


m 
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(ft,  V,  0,  n,  Q,  a  haben  natürlich  andere  Bedeatung  als  nA 
so  folgt: 

Ei.Ai  =  ^.JSi+ v.Fi+o.^i+  it.Bi  +  Q.Ci  +  a.Di; 

folglich  ist: 

Ai.C+Ci.Ei+EiAi  =(ft+o+p)(^i+Ci+JB,) 

d.  h.  diese  Summe  ist  durch  Kekannte  Zahlen  zu  bestiiu 
Das  Gleiche  gilt  von  £,./>!+ A-^i-f^f^i-  Multiplicirt  mu 
drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  durch  Ex,  Ai^  Cj  und  id 
60  erhält  man: 

a./fi.Ci.JEi  =  iiL{Ai.Ei  +  Ai.Ci+Ci.EiHv(Bi.Ei+Ai.Di+Ci 

+  o(Ci.Ei+A,.Ei'K\.Ai)+7t(D,.Ei  +  Ai.Fi+Bi.(\) 

Die  Summen  Ai.Ei-i-Ai.Ci-t-Ci.Ei,  desgleichen  i!fi.£|-f4 
-f  C^.Fi,  desgleichen  Ai'^i-Ci^+Ei*  kann  man  durch  bekannte 
Ai,    Bi,    Ci  u.  s.  w.  unabhängige  Grossen  ausdrucken.     Aus 
fllr  Ai^Bi,  Bi*Ci  u.  s.  w.  angenommenen  Gleichungen  folgt  al 

desgleichen : 

d.  h.  das  Produkt  Ay.Ci.Ei^    ebenso  Bi.Di.F^  lässt  sich  di 
bekannte  von   Ai,    By,    Cx   u.  s.  w.    unabhängige   Grossen  i 
drücken;    oder  Ai,    Ci,    Ei   wie  Bi,    Dy,    /\   ergeben   sich 
Wurzeln  kubischer  Gleichungen. 


§32. 

Die  16  Perioden,  ivelche  die  ungeraden  Diagonalen  dd  i 
gulären  514-Ecks  bilden,  finden  sich  in  §,  13.  Mit  A  oodfi 
schiedenen  Zeigern  bezeichne  man  die  CoefBcienten  der  fl 
chung,  deren  Wurzeln  die  Glieder  der  ersten  Periode  rii 
xH^iX^+A^.x^+A^.xH^^'^+^ö'^^+^e'X^+^r'^r+J^n 
liabe  die  Wurzeln  ar,,   ^»50»    ^203»  ^24»»  ^241*  •''^möj  ^19»»  ^ 

Es  sollen  B,  C,  D,  E,  F,  G,  //,  K,  JL,  JU,  iV,  O,  P,  l^i 

an  die  Stelle  von  A  treten  bei  den  Gleichungen  deren 
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jhXonaleii  der  2,  3,  4,  5,  6.  7,  8«  9,  10,  11,  12,  13,  U,  15,  16ten 
JHode  siud.  Werden  die  Perioden  nach  dem  Factor  3  unter 
iiftDder  geordnet,  so  folgen  aufeinander:  A^  K,  B,  X,  C,  M,  Z>, 
%E,  O,  F,  P,  G,  Ä,  iSf,  T,  ^.  Man  bilde  nach  §.27.  A^.Bi 
m  dem  Zeiger  1  und  den  Zeigern  von  Bi  und  erhält: 

^^+2J,+Ci+2£:i+F,+2Ci+/lj+£i+2ilfi+2iVi+Pi+Äi=0. 

Nach  {.  31.   erhält   man   hieraus    sogleich    die   Werthe    für 
^•£]   Bi*Cit  Li, Ml  u.  s.  w.;  es  erglebt  sich  z.  B.: 

^.C,+2Äi  +  Di+2F,  +  Gi+2Ä,+ili+i»f.+2iVi+2Oi+Äi+Ti=0 

u.  s.  w., 

^X|  +2Är,+Ä,  +2O|+Pj+2ß,+T,+Ci+2A+2JS,+G,+Ä,=0, 

i.jr,+2L,  +  W,  +  2P,+ßi+27',+Arf+/>,+2JS,+2Fi+J?,+il,  =0 

I  n.  s.  w. 

Femer  suche  man  nach  §.  27.  i4|.C\,  und  erhält: 

l,.Ci  +  ß,+2A+*;i  +  ''i  +  Gi+2Ar,  +  L,  +  ^,+2iVi  +  0,  +  Ä, 
F  +27',  =  0. 

plieh  nach  $.  31.: 

P,.Di  +  Ci+2£;i+F,+<;,+Ä,+2t,+J»,+iV,+20,+  P,+  J', 

^  +  2&I  =  0  u.  8.  w., 

Meicheo: 

,.jri+Li+2iV,+  0,  +  P,+i?,+2B,  +  C7,  +  A  +  2£,+  F,  +  W, 

+2^,  ==  0, 

;.iV,+Ä,+20,+/>x+Ä,  +  7'i+2C,+A+^i+2F,  +  G,  +  J, 

+2B,  =  0  u.  8.  w. 

Femer  suche  man  nach  §.  27. : 

.i>,+2Ci+£;,+ F,+G,+2»,+L,+22V,+0,+P,+R,+3T,  =  0. 


,JB,+2/),+F,+Gh  A+2/l,+  «,+20,+P,+Ä,  +  7',+3Är,  =  0 
••.  w.,  desgleichen: 

pj-f  2«i+0|+F,  +Ä,+27',+Ci+2£;,+F,+G,+fl,+3.4,  =  0, 
i;fl^+2iVi+P,+Ä,+  7',+2Ä,+D,+2F,+C,+»i+^,+3i5,  =  0 

U.   8.   W. 

Ebenso  findet  sich: 
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folglich : 

dl  8.  w.,  desgleichen: 

#fi.Oi+2Äi+2Li+  üfi  +A,+20,+2Pi+Äi+  Ti+2Z>i+2lli  = 

Li.Pi+2Li+2Jlf,+iV,+ Ol +2Pi+2ffi +  7\  +  Ä:i+2JBi+2ili  = 

U.  8.    W. 

Sucht  man  nach  §.  24.  A^^  so  ergeben  sich  B^,  C^  O^. 
nach  §.  31.;  man  erhält: 

i?,+»i  +  Ci  +  F,+2Li+iVi  +  Oi=:0ii.  8.  w., 

Ar,+  A:i+Xi+Oi+2Ä,+z)i+£:i=0; 

La+Z/|  +  i1fi+P|+2Ci  +  £;i  +  F,  =0  u.  s.  w. 

Die  Gleichung  des  regulären  514 -Ecks»  die  vom  128 
Grade  ist,  zerlege  man  zunächst  in  zwei  Gleichungen,  deren  c 
die  in  den  Perioden  I. —  Vlll.,  die  andere  die  in  den  Perl« 
IX.— XVI.  enthaltenen  Diagonalen  zu  Wurzeln  hat.  Da  nach  § 
A^  =  i{^|2  +  Ai  -16),  B^  =  i(i?,2  +  i?i-16)  u.  s.  w.  ist,  so 
giebt  sich  aus  der  letzten  Reihe  der  vorher  entwickelten  C 
chaogen : 

-8(/ri  f  Li  +  iVi  +  ^l  +  O,  +  Pi  +  ßi  +  2\)  +  12 

^  -(/if,  +L,  +  ^i,  +iV|  +0i  +  /^,  +  /^,  +  T',)  +  121. 

Da  man  aus  den  vorhergeheuden  Gleichungen  das  Prod 
je  zvi^eier  der  Grössen  Ai,  Bi  ....  //|  bestimmen  kann,  so  ii 
man: 

(^,  +  i^i  +  Q  +  Di  +  El  +  F,  +  Gl  +  /^O* 

=  65-(Äi  +  A  +  ;ili  +  2Vi  +  Oi  +  Pi+  ß|+  T^) 

=  64  +  (Ji  +  Ä,+Cl+A+^i  +  ^i  +  Gi  +  »i), 

oder  es  ist: 
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iPftchtet  man  die  Vorzeicheo  der  Warzeln,  die  io  vorhergehender 
hmoie  enthalten  sind,  so  ist: 

(A) 
^i+A  +  Ci  +  A  +  £i  +  '\  +  G,4#|r=4(l-V257); 

Ä,  +  L,  +i«f,  +iVi  +  O,  +P,  +  Ä,  +  T,  =  i(l+ V257). 

Aus 

(^,  +  C, +£;,  +  Gl)  +  (ß|  +  öl  + ''i  +  ^i)  =  *  (1  -  V257) 

id 

(4i  +  Ci  +  £,  +  C,)  (Ä, + Z), + ^i  +  Ä,)  =  - 16, 

liehe  letztere  Gleichung  sich  aus  den  frOher  entwickelten  Glei> 
UDgeo  ergiebt,  folgt: 

(B) 
^,  +  Ci  +  E,  +  G,  =  >(1_  V257— V  514— 2V257); 

Ä,  +  Z), + F,  +  i^i  =  4  (1 — V257  +  V^514— 2  V257). 
Auf  gleichem  Wege  ergiebt  sich: 

(C)  

If,  +lf,  ^Oi^^Ri=  {(1+  V2ß7-  V^5I4+2V257); 

L,+iV,  +  P,  +  r,  =  i(l  +  V257+V514+2V257). 

Ans 

(^,+ ßi  +  £| +  Fi) +(C, +D,+ Ci +Ä,)  =:  i(l  -  V257) 

d 

(/<,  +  ß,4£,  +  F,).(C,  +  Z),+ «,  +  »,) 
=  -12-4(JB,  +D,  +F,  +  //,)-4(«r,  +  AI,  +  O,  +«,) 

-8(L,+iV,  +  P,+  T,) 

—  _  16 — 2  (V257 — V^14+2V257-  V514-2V257 

(D) 

^, +Ä,+£;,+F, 

kl- V257-  V614+30V257+16V514+2v^257+l«V5i4:^iv^7), 
■;~1/267+^514+30v257Tl6\^5r4+2V257+16V"5lO 
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und 

(i<i  +  A +^  +  i^i) .  (Ä,  +  Q +F,  +  C,) 
=_12-4(i<,  + C, +£, +  G,)-4(I,,+2V,+P,+r,) 

-8{Ä,+»,+0,+Ä,) 

=_16_2V257+  V5l4+2v^257  +  V  614— 2V257 
folgt: 

(E) 

=J(l-V257-V614+30V-257-16V^5r4llV257-16V^6i4=2v^ 

jBi  +  Ci  +  f ,  +  Gl 
=K1-V257+V  514+30V257-16V5T4+W257-16V  514-2v'257). 

Aus  den  Gleichungen  B.D.E  ergiebt  sich:  I 

(F) 

i4i  +  £;,  =  i  (1  —  V257  —  V"5i4 — 2  y^lS? 

— 2V^257Tl5V257+  V^26.257  +  3614V2!)}, 

Ci+G,  =  J  (l  —  V257  -  V514-2  V257 

+ 2  V257+ 15  v'257  +  V^226T257'+  3614  V«?), 

ß,  +  F,  =  J  (1  -  V257+ V"5I4— 2V257 

— 2  V  237+ 15v^2ä7^^^226T25f+ 36l4vS^. 

0,+Ä,  =  4(1  -  V257+  V514— 2V257 


+2  V257+ 15V257  -  V226.^7+36I4Vi5?). 


Auf  gleiche  Weise  ergiebt  eich: 
A'^  +  Oi  =  i(l+V257-V514  +  2\/257 


+  2  V^257  — 15  V^257 -- V"226 .  257 — 3614U7g7> 


r 

"  »ttii  Zerlegung  denetbeti  In  eietchungen  niederer  Grade.     497 

Li  f  P,  =  i(l  4-  V257  +  V  514+2V257 

+  2V  257— 15V267  +  V^26:'257— 36I4v^). 

Jf,+Ä,  =  Kl  +  V257 — V^614 + 2Vi67 

-2Vä7— 15V257-V226.257— 3614V257), 

A,  +  r,  =  4  (1  +  V267  +  V  514 + 2  V257 

-  2  V^257— 16V257+  V  226.257^=:36I4v^7). 

Führt  maD  folgende  Bezeicfanangen  ein: 

A  =  V  514-2V257';  B  =  V^514+2V257;  D  =  257+ I5V257 ; 

E  =  257— 15V257;  F=  V 226. 257+ 3614 V257; 

Ä  =  V  226.257 — 3614  v257 , 
•o  kann  man  statt  F,  G  setzen: 

(H) 
.*jj+JS»=J(l-V257-J-2V^5+F);Ä^i+0,=J(l+V257-Ä+2VJ&=S) 
Ä+F,=i(l-V257+il-2V"5=P);  Ii+/»,=|(1+V257+Ä+2V£+Ä) 
ft+Äk=i(l-V257-J+2VS+P);»,+Ä,=J(l+V257-Ä-2VlB=5) 
l>,+Äi=i(l-V257+J+2VÖ^;iV,+7',=i(l+V257+Ä-2V^+Ä) 

Aus  den  Wertben  von  Ai*,  Ei*  (die  sich  aus  A^,  E^  ergeben) 
'    and  Äi.Ei  findet  man: 

(Ai-EO*  =  -(4+£,)+2(B,+F,)+2(Q  +  G,)+2(Z),+»,) 
+2(ilfi+Ä,)-2(iV,+r,)-4(0, +Är,)  +  32. 

and  da  Ai  absolot  genommen  >£|  aber  negativ  ist,   so  ergiebt 
•ich: 
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(K) 

desgleichen : 

fi,-F,  =  -}V'5i4_i8v257-6^+  12V-D^-8V^^^-24V^ßS, 

A— »i  =  +i^  514-18V257-6^-12\^Z)^+8 V^Ä'-:ff+24V^£i5,  i 

I 

«1— 0,=-iV5I4+18v'257+6»+MVß=7+8V"S+F-12V^O,  I 
L,  -Pi=  -iV^5i4lT8V257-6Ä+8V"S=F-24V"S+F-l2V'£7fl, 

iVt  -  T,  =-iV  514+18  V'257-6Ä- 8  V^B^>24V^5+F+12V'£+B. 

Durch    die  Gleichungen  (H)  und  (K)  sind  /l|,  i?|,  d  ....  be 
stimmt. 

Man   zerlege  die   erste  und   fünfte  Gleichung    in   zwei  Glei' 
chungen  vierten  Grades;  es  enthalte 

X*  +  üi^x^  +  a^.x^  +  Ü^.x  +  Ü^  =  0  die  Diag.    1,  253,  241,  193, 

x*  +  a|.a:»  +  a,.ar«  +  a^,x  +  a^  =  0   „  „    255,  249,  225.  129, 

jr*  +  (gi.Ä»  +  €2..T«+  «a-a:  +  «4  =  0,,  „       15,  1Ü7,     17,  189, 

a:^  +  ei.j:8  +  e^-ar«  +  t^.x  +  e^  =  0   „  „    227,  137,  223,  121 

als  Wurzeln.  Aus  den  Zeigern  der  Wurzeln  findet  man:  ÜpAi 
=  -(Ji  +  i?i  +  ^i  +  />/,);  «i.c,  =-(£:, +  Fi+y?,  +  0,),  und  dl 
Üi  +  Ai  =  i^i;  (Bii-ti  =  £|  sind,  so  sind  Üj,  aj,  (^|,  Ci  als  ge- 
funden anzusehen.  Durch  die  Gleichungen  des  §.  17.  sind  Df> 
aber  auch  Ü^*  ^2>  ""  ^'^  bestimmen.  Endlich  bestimme  man  die 
Gleichungen: 

•^*  +  «i»i-^ +öa>i  =0(ari,  arj4i);  a:*  +  ai,a^  +  02>«  =  OCar^w»  ^t»)» 
a:*  +  fl|,3.a:-f-a2,8  =0(a:»53,  3:1^3);  ar*  +  01,4.37+ 0^,4  =  0(ar«4Q,  ^Tm); 
a:*  +  ^i,i.a:  f  e^j  =  0(a:|5,  a:,^);  a:«  i-ei^.x+e^^i  =  ©(ar^»,  J^); 
^*  +  ^i.8<^+^M  =  0(a:,9y,a:,8y);    ar«+e„4.a:+  e^^  =  0(ar,,y,  :v|«); 
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sachenden  Gleichungen,  so  sind  die  Produkte  aus  je  swdei 
dieser  Grossen  stets  gleich  einer  Grosse  von  der  Form  a.a-|-|Li 
+  y,c-^S,d  worin  a,  /3,  y,  8  ....  positive  oder  negative  gaue 
Zahlen  sind.  —  Enthält  jede  der  so  erhaltenen  Gleichungen  wi^ 
der  eine  durch  2  oder  3  oder  5  ..••  theilbare  Anzahl  von  Wo^ 
zeln,  so  lässt  sich  jede  der  neuen  Gleichungen  wieder  in  2  oder 
3  oder  5  ....  Gleichungen  zerlegen  u.  s.  w.  •»  Bilden  die  n  un- 
geraden Diagonalen  mehrere  Perioden ,  so  hat  jede  Periode  diei 
selbe  Anzahl  von  Gliedern  und  lässt  sich  die  Gleichung  des 
Vielecks,  je  nachdem  die  Diagonalen  2,  3,  4,  5,  ....  Periodei 
bilden  in  2,  3,  4,  5,  ....  Gleichungen  zerlegen,  deren  jede  die 
Glieder  einer  Periode  zu  Wurzeln  hat.  Bei  zwei  Perioden  hängt 
die  Zerlegung  von  einer  Gleichung  zweiten,  bei  drei  Perioden 
von  einer  Gleichung  dritten,  bei  vier  Perioden  von  zwei  Glei- 
chungen zweiten,  bei  sechs  Perioden  von  einer  Gleichung  zweiten 
und  einer  Gleichung  dritten  Grades  ab.  Ist  die  Zahl  der  Glieder 
einer  Periode  durch  2,  3,  4,  6,  ....  theilbar,  so  kann  man  jede 
der  neuen  Gleichungen  wieder  in  2,  3,  4,  5,  ....  Gleichungen  zer- 
legen, deren  jede  ganz  bestimmte  Diagonalen  des  Vielecks  in 
Wurzeln  hat  u.  s.  w. 

Ob  und  in  wie  weit  es  dem  Verfasser  gelungen  ist,  im  Vor* 
hergehenden  einzelne  Theile  des  Gauss'ischen  Satzes  über  rego- 
läre  Vielecke  auf  elementare  Weise  zu  beweisen,  rauss  er  der 
Beurtheilung  Anderer  überlassen.  Dem  Verfasser  kam  es  übrigens 
weniger  darauf  an,  einzelne  Stücke  dieses  Satzes  zu  erweisen 
(bei  einer  Verallgemeinerung  der  angewendeten  Beweisföhrang 
dürfte  sich  der  ganze  Satz  ergeben),  als  eine  Methode  anzugeben, 
durch  welche  es  muglich  wird,  auch  einem  mit  der  Zahlen! beone 
nicht  Vertrauten  zu  zeigen,  von  welchen  Beziehungen  und  Reeb' 
nungen  die  Zerlegung  der  Gleichungen,  also  in  einzelnen  Fällen 
die  Construirbarkeit  der  betreffenden  Vielecke  abhängig  ist.  - 
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testimmang  des  kürzesten  Abstandes  zweier  im  Räume 
gelegener  nicht  paralleler  Geraden. 

Von 

Herrn  Professor  C  ^«  Breisehneider 

am  Gymnaaiam  zd  Gotha. 


Die  ausführlicheren  Lehrbucher  der  Geometrie  enthalten  ge- 
'fiholich  die  Auflösung  der  Aufgabe,  den  senkrechten  Abstand 
'^eier  im  Räume  liegender,  nicht  paralleler.  Geraden  zu  finden, 
»igen  aber  nicht,  wie  der  Zahlwerth  dieses  Abstandes  gefunden 
erden  könne,  für  welchen  immer  auf  die  Hulfsmittel  der  analy* 
ichen  Geometrie  verwiesen  wird.  Legendrein  seiner  Geometrie 
•  378  der  Crelle'schen  Debersetzung)  giebt  zwar  einen  ziemlich 
nfachen  Ausdruck  fSr  diesen  Zahlwerth,  verwendet  aber  zu 
^ssen  Herleitung  doch  Vorstellungen,  welche  der  synthetischen 
eometrie  fremd  sind.  Das  nachfolgende  einfache  Verfahren  zur 
osung  der  vorgelegten  Aufgabe  dürfte  daher  für  den  Elementar- 
uterricht  vielleicht  nicht  ohne  Wertfa  sein. 

Sind  AB  und  CD  (Taf.  IX.  Fig.  16.)  zwei  im  Räume  gele- 
ene  Gerade,  welche  einander  nicht  parallel  laufen,  so  fälle  man 
Ds  einem  beliebigen  Punkte  J  der  Geraden  AB  ein  Loth  JK=^a 
if  CD,  aus  dem  Fusspunkte  K  desselben  ein  zweites  Loth 
'L=^b  SLuf  AB,  und  aus  dem  Fusspunkte  Zr  wiederum  ein  drittes 
otb  LM  =  c  auf  die  CD.  Dann  erhält  man  für  das  Quadrat 
)s  kleinsten  Abstandes  d  beider  Geraden  den  Werth: 

Für    den  Werth    der  Entfernungen  JG    und  &B  der   beiden 
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Endpunkte  des  ersten  Lothes  von  den  betreffenden  EndpnDltei 
der  auf  beiden  Geraden  senkrecht  stehenden  Strecke  GH  ch 
giebt  sich: 

Ist  endlich  <»  der  spitze  Winkel,  den  beide  Gerade  AB  md 
*  CD  zusammen  bilden,  so  wird 

V"ä*— 2^«+c«  ^rw^ 

gefunden.  Fällt  man  von  M  aus  MN  =  d  senkrecht  auf  JA 
von  N  aus  wiederum  NO  =  e  senkrecht  auf  CD  u.  s.  f.,  so  ni- 
hern  sich  diese  Lothe  rasch  dem  Werthe  d,  und  hängen  durch 
folgende  Gleichungen  unter  einander  zusammen: 

fe«— c^  _  c»--<P  _  <P— g«  __  c«— /^ 

Es  bilden  daher  die  Differenzen  a*— 6*,  6*— c*,  d^^d^,  0.8.  w. 
eine  fallende  geometrische  Progression. 

Der  Beweis  dieser  Ausdrücke  wird  buchst  einfach  dadurch 
geführt,  dass  man  durch  die  AB  eine  Ebene  XY  parallel  n 
CDf  sodann  durch  CD  eine  zweite  Ebene  legt,  welche  auf  XT 
senkrecht  steht  und  letztere  in  der  Geraden  EF  schneidet  Zieht 
man  dann  von  den  Punkten  K  und  M  aus  die  Geraden  KP  and 
MQ  senkrecht  auf  EF,  so  ist  JJL«=a*-6a  K3P:=PQ»=,li^^, 
woraus  dann  das  Uebrige  ohne  alle  Weitläufigkeit  gefundeo 
werden  kann. 
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eiben  des  Herrn  Professor  Dr.  Ligov^ski 

in  Berlin 

an  den  Heraasgeber. 

b    die  Losungen   der   Aufgabe,   Band  45.   des  Archivs, 
.,   bin  ich  veranlasst  worden,   ebenfalls  eine  Losung  zu 

I. 

iecke,  in  welchen  a,  6,  c,  r,  q  und  F  rationale 

sind. 

den  gebräuchlichen  Bezeichnungen  ist: 
.   .     Fz=  \^'S(5-a)(iS-6)(iS-c)  =  ^.iS, 


.   .   .   .     (Ä— a)(iS— 6)(iS— c)  =  ^«iS. 
man: 
iS  — a  =  ^ar, 

Ä  —  c  SS  px ; 

5  =  ^(^+y  +  «) 

=  C  +  p2. 

3)  und  4)  wird  aus  2): 
xyi^x^y^x 

=  -  +  j: 

Q 
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Mithin  ist  auch: 

a 

b 

-  =  x  +  z, 

d.  h.: 
6) a:&:c=a(y  +  «):(a?+j):(a:+y)- 

Aas  5)  ergiebt  sich: 
7) .=  ^. 

Diesen  Wertfa  von  z  in  6)  eingesetzt  ergiebt: 

8) .   .  .  a:Ä:cÄa?(y*+l):y(a?*+l):(Ä  +  y)(ary— 1). 

Setzt  man: 

9) a  =  ar(y«+l), 

dann  Ist: 

10) &=y(««  +  l), 

11) c  =  (a:+3^)(a:y— 1). 

|[^ierau8  ergiebt  sich  nach  der  Formel  1): 

12) Fr=zxy{x-\-y){xy'^\), 

Femer  ist: 
13) p  =  ar.v— 1, 

14) r  =  J(^«  +  l)(y«+l), 

2x 

16) -»5«Ä ?y 


sin|7=    g  ,  «> 
y*  +  l 


Für  j;  =  4  und  y  =  3  erhält  man : 

a  =  40,    6  =  51,    c  =  77; 

F=924,  e  =  ll,     r  =  42,6; 

8  .   .,       3  .  77 

sma=|^»        sinp=g>        siny  =  ^. 


^  j 
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Eifer  und  Floiss,  mit  welchem  Skfivan  sich  seinem  Berufe  «rid- 
roete>  fand  liald  Anerkennung.    Er  wurde  im  Jahre  1856  Lehrer 
an  der  Communal-Oherrealschule  in  Wien,   und»    nachdem  er  ia 
Jahre   1858  das  Staatsexamen  für  Oberreallehrer  mit  bestem  Er^ 
folge  bestanden,    wurde   ihm  in   demselben  Jahre    die  Direcüoo 
der  Oberrealschule  am  Bauernmärkte  in  Wien  anvertraut,  welcher 
Schule  er    in    kurzer  Zeit    durch    Heranziehung  ausgezeichneter 
Lehrkräfte,    sowie  durch  sein  eigenes  Wirken,  einen  sehr  guten 
Ruf  erwarb.     Sein   Streben  war   jedoch    immer  eine  Lehrkanze/ 
an  einer  Hochschule,    namentlich  in  seinem  Vaterlande  Buhmeo 
zu  erhalten,    und  er  verwendete  seine   ganze  Müsse  auf  matfae* 
matische    Studien.       Aus    dieser    Zeit    datirt     sein    Buch:    Die 
Grundiehreu  der  Zahlentheorie  1862,  sowie  einige  kleinere 
Aufsätze.    Als  mit  Schiuss  des  Jahres  1862,    um  die  Reorgam- 
sirung  des  Landespolytechnikums  in  Prag  anzubahnen,  eine  zweite 
Lehrkanzel  für  Mathematik  und  zwar  mit  böhmischer  Cnterrichti- 
spräche  daselbst  errichtet  wurde,  schlug  der  Lehrkörper  Gustav 
Skrivan  als   den  würdigsten  vor.    Er  erhielt  diese  Stelle  wirk- 
lich, übersiedelte  nach  Prag,  und  gab  sich  nun  ganz  mit  gewoki* 
tem  Eifer  seinem  neuen  Berufe  hin.    Er  machte  sich  vor  Alte 
an's  Werk,  dem  nunmehr  auftretenden  Bedürfniss  der  buhmischet 
Studirenden    nach   guten  mathematischen  Lehrbüchern  Rechoing 
zu  tragen,  und  es  erschienen  von  ihm  im  Jahre  1864  ein  Lehr- 
buch der  analytischen  Geometrie,  und  im  Jahre  1865  seiie 
Vorlesungen  über  algebraische  Analysis,    beide  in  btik* 
mischer  Sprache,  ausserdem  kleinere  Aufsätze  in  diesem  Archive, 
sowie  in  der  böhmischen  Zeitschrift:  Krok.    Ausserdem  nahm  er 
grossen  Antheil  au  der  Durchfuhrung  der  Reform  der  polytech* 
nischen  Schule,  welcher  er  nun  angehörte.    Sein  Körper   war  je* 
doch  den  vielfachen  Anstrengungen  nicht  gewachsen,  namentlick 
schadeten  ihm  die  nächtlichen  Arbeiten,  und  er  musste  im  letxteB 
Jahre  zu  wiederholten  Malen    längere  Zeit  wegen  obwohl  nicU 
bedenklichen  Unwohlseins   seine  Vorträge    unterbrechen.    Im  Ho- 
veniber  1865  begann  er  an  einem  Lehrbuch  der  Differenzialrech- 
nung  zu  arbeiten,    in   welcher  Arbeit  ihn    ein  heftiger   Blatstui 
unterbrach,    der    ihn  aufs    Krankenlager  warf,   von   welchem  9 
zur  tiefsten   Betrübniss  seiner  zahlreichen  Schüler  und   Freunde 
leider  nicht  mehr  aufstand.     Die  königl.  böhm.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  wählte  Skrivan   zu   ihrem   ausserord.  Mitglied^ 
und   der  Lehrkörper  der  polytechnischen  Schule  wählte  ihn  bei 
der   ersten  Wahl    der  Functionäre  zum  Vorstande   der  Ingeniev^ 
Abtheilung.  K. 
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und    meisterhiifte  Darstellung   einen  \ve8entlichen  Aiilheil   habea. 
Meben  dem  mathematischen  und  naturwissr nsrhaftlichen  Intereiise, 
welches  das  Werk  vorzugsweise  in  Anspruch  nimmt,   bietet   dar 
selbe  aber  auch  ein  %veiteres  und  alts>*meineres  Interesse  ßir  die 
neuere  (leschichfe  der  Wissenschaften  in  Belgien  überhaupt  dar, 
indem    in    demselben   auch    noch  viele    andere  Gelehrte,    die  auf 
anderen  wissenschaftlichen  Gebieten   sich   verdient   und  «berühmt ' 
gemacht  haben ,  %vie  z.  B.  der  Dichter  Baron  von  Stassart,  der 
Philologe  und  Archäologe  Baron  von  Reiffenberg,  u.  s.w.  cba-  . 
rakterisirt  vrerden,  in  einer  Weise,  die  auch  das  Interesse  jedes 
Mathematikers  u.  s.  %v.,    der   zugleich  ausserhalb   seines  engeren 
wissenschaniichen  Gebietes  auf  anderen  Feldern  sich  umzuseheo 
gewohnt  ist,    in  Anspruch  zu  nehmen    in    hohem  Grade  geeignet 
ist;  ja  selbst   för   die  Geschichte   des  Vaterlandes  des   geehrten 
Herrn  Verfassers  überhaupt  scheint  uns    das  sehr  schone  Werk    ' 
wegen  mancher  in  demselben  vorkommenden  historischen  Ezcorse    ; 
keineswegs  ohne  Bedeutung  zu  sein. 

Wir  schliessen   mit    einer  Uebersicht  des  Inhalts   des  io  m 

vielen  Beziehungen  so  sehr  zu  beachtenden  Werkes:  Iilvre  Pre* 

mier.    Etat  gen  erat  des  seien  ces,    p.  1 — 96.     Wir  kunntn 

uns  nicht  versagen,    den   Herrn  Verfasser  über  das,    was  er  in 

diesem  ersten  Buche  bezweckt  hat,    selbst  sprechen  zu  lassen; 

er  sagt  darüber  in  der  Vorrede,  p.  II.:  „Dans  le  premier  livre, 

j*appelic    r  attention    sur    un    sujet    qui   ne   paralt   pas  avoir  ^ 

suffisaniment  etudie.     Par  suite   de  i'avancement  des  science«,  Ü 

devient  facile  aiijourd'hui  de  s'entendre  avec  d*autres  savaiiti  et 

de   concerter    ensemble  ses  recherches  pour   ^lucider   un  m^ae 

point   scientiGque,    cnnfre    lequel  venait  i^chouer  autrefois    toste 

ia  capacitö  d*un  scul  homme,  quelle  que  füt  son  ardeur  au  travaÜ: 

je  citerai,  par  exemple,  les  perturbations  simultanöes  du  mtgntf* 

tisme  sur  les  differents  points  du  globe  et  leur  mode  d'actioD  daof 

un  instant  donn^.    II   faut  evidemment  substituer  ä  un   seul  ob* 

servateur,    quel   que   soit    son  merite,   une  reunion  d'observttenif 

actifs,    repandus   sur  les  differentes  parties  du  globe,    qui,  trec 

toute  Tatfention  possible,    constatent  les  memes  faits  d*apr^s  lei 

momes  niethode"*  et  avec  les  memes  Instruments.     Notre  Belgiqoei 

si  ralentie  dans  sa  marche,    par    plusieurs  causes  iodependaotes 

d'elie,    a  ete  Tune  des  nations  qui   est  entröe  avec  le  plus  d*ar- 

deur  dans  cette     voie.    J  ai  tÄche    de    faire   comprendre    ensnite 

qucis  ont  ele  les  principaux  travaux  executes  dans  ce  pays,  saH 

individueilement,  soit  colJectiveraent  et  en  dirigeant  TattentioD  de 

plusieurs  savants  ä  Ia  fois  vers  une  difficulte  qu'il  s'agissait  d'eti- 

dier    et    de   surmonter."     Der   Herr  Verfasser,    der    bekanntlich 
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Bilt.  —  Le  baron  de  Keverberg  de  Kensel.  p.  559.— p. 744. 
Mögen  sich  in  diesem  vierten  Buche  unsere  Leser  die  Lebensbe- 
schreibungen der  Mathematiker  und  Physiker  A  ra^o.  p.559. — 59L  — 
Humboldt,  p.  592.— p.  607.  —  ßouvard.  p.  008.  -  p.  628.  - 
Schumacher,  p.  629. — p. 642.  —  Gauss,  p.  643. — p.  655.  gani 
besonders  empfohlen  sein  lassen. 

Wir  zweifeln  nicht,  dass  dem  treflTlichen  und  buchst  interes- 
santen, auch  äusserlich  sehr  schon  ausgestatteten  Buche^  für 
dessen  Herausgabe  dem  Herrn  Verfasser  der  grosste  Dank  ^ 
bührt,  die  so  sehr  verdiente  Beachtung  bald  in  den  weitesten 
Kreisen  zu  Tbeil  werden  wird. 


Arithmetik. 

Trattato  di  Algebra  Superiore  di  Giovanni  Nori, 
Professore  di  Algebra  Superiore  nella  R.  Universitä 
diPisa.  Parte  prima.  AnaÜsi  algebrica.  Firenze.  Fe- 
lice  le  Monnier.     1863.    8<>. 

Leider  ist  es  uns  erst  jetzt  möglich  gewesen ,  uns  auf  den 
Wege  des  Buchhandels  in  den  Besitz  dieses  Werkes  zu  setze«, 
und  die  Beziehungen  und  Verbindungen  zwischen  dem  deutscben 
und  italienischen  Buchhandel  müssen  in  der  That  noch  sehr  un- 
vollkommen sein,  wenn  —  wie  es  im  vorliegenden  Falle  uns  be- 
gegnet ist  —  in  Deutschland  fast  Jahre  lange  Bemühungen  nutbig 
sind,  um  sich  in  den  Besitz  eines  italienischen  Werkes  zu  setzen; 
je  Michtigcr  aber  jetzt  gerade  auch  in  den  mathematischen  Wie- 
^enschaften  die  sorgfältigste  Berücksichtigung  und  genaueste 
Kenntnissnahmc  von  den  Bestrebungen  und  Arbeiten  so  vieler 
trefflichen  italienischen  Gelehrten  auf  dem  genannten  wissen* 
Kchaftlichen  Gebiete  ist:  desto  erfrenlicher  ist  es,  in  der  neuesten 
Zeit  mit  Sicherheit  hoffen  zu  dürfen«  dass  auch  in  dem  erwShn- 
ten  Missstande  bald  eine  nachhaltige  Besserung  eintreten  werde 

Das  vorliegende  Werk  hat  uns  so  vieles  Interesse  eingeflosst, 
dass  wir,  wenn  auch  seit  seinem  Erscheinen  bereits  drei  Jabre 
verflossen  sind,  eine  ausführlichere  Anzeige  desselben  noch  ßr 
ncithig  halten.  Der  uns  jetzt  vorliegende  erste  Theil  enthält  un- 
ter dem  Namen:  „Analisi  algebrica'^  —  um  es  kurz  zu  sa^n 
—  die  allgemeine  Lehre  von  den  Functionen  und  die  Theoria  der 
Reihen.  Ob  ein  zweiter  Theil  erschienen  ist,  vermögen  wir  nicht 
zu  sagen,  weil  es  uns  bis  jetzt  nur  möglich  gewesen  ist.  In  den 
Besitz    des  ersten  Theils  zu    gelangen.     Es   lässt   sich    aber  Sit 
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was  wir  um  so  mehr  beklagen,  weil  dasselbe  Necrologe  v« 
Baumgartner,  Bond  und  Encke  enthält.  Vielleicht  dürfen  wir 
uns  einer  späteren  Zusendung  dieses  uns  sehr  interessanten  Hete 
erfreuen. 

1866.  I.  Heft  IV.  Wir  machen  dringend  aufmerksam  aif 
den  Aufsatz:  Nägeli:  Deber  die  Theorie  der  CapillaritSt  S.5ff. 
—  S.  627. 

1866.  II.  Heft  1.  Enthält  in  den  Kreis  des  Arcbirs  fe 
hurende  Aufsätze  nicht. 


Berichtigungen. 

Thl.  XLV.  S.  238.  Z.  11  v.  a.    am   Ende   dieser  Zeile  ist  das   aiugdtfÜ^J 
Wort  Mnennc'*  beizufügen. 

Thl.  XLV.  Hft,  4.  S.  387.  Z.  5.  v.  n.  ist  statt  ,,142«  C.'*  su  sctrcn :  „— l*** 


<  f 


'-/. 
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'--  qiiant  ain8y  serait,  je 
eile  i^oit,  vous  nignorez 
moy.     Je  ratteriiit  doiic 

r.     Adieu  ** 

„Charles." 

'fte    sich   lebhaft   für   die  Qaa- 

♦Tc    muss    man    a.  a.  O.  in    den 

r<*iiAd.  Qiietelet  undGachard 

uli    liemcrken     müssen ,    dass    Herr 

lieh  der  Echtheit  dieser  Briefe  erhebt, 

•eitc  von  Herrn  Ad.  Qnetelet  mit  sehr 

.iitcressanten  Ausführung  vertheidict  wird. 


•i 


A  r  i  t  h  III  e  t  i  k. 

»hr  wirblige  literarisrhe  ?(achrlcbt. 


Ksor   Bierens   de  Haan   an   der    Universität   zu 

Jfie  Güte  gehabt,  uns  die  interessante  und  wichtige 

^' geben,  dass  von  seinen  Talein  der   bestinnnten 

k    durch  welche  er   der  Wissenschaft,    namentlich   der 

inung    und    deren    allseitigster  Anwendung,    einen  sn 

utzeii   gebracht  hat,   in   kurzer  Zeit  eine  neue  Ausgabe 

II  ^urd ,   auf  die  wir  unsere  Leser  durch  die  Mittheilung 

t«iitlichen  Inhalts  der  folgenden,  von  dem  Flerrn  Verfasser 

nit  besonderer  Güte  uns  gegebenen  vorläufigen  Nachricht 

^"iten  aufmerksam  machen  ktinnen.     Wir  sehen  diesen  neuen 

9  die  jedenfalls  wie  die  älteren  auch  unter  den  besonderen 

^irn  der  Königlich  niederländischen  Akademie  der 

cnschafteu  publicirt  werden,  mit  dem  grossten  Verlangen 

;en,  und  s|)rechcn,  so  wie  dem  Herrn  Verfasser  selbst,  auch 

»rher  genannten  gelehrten  Körperschaft,   für  die  Publication 

neuen    wichtigen   Werkes    schon   jetzt  unseren    wärmsten 

aus.  G. 

»e  zweite  Auflage  nifincr  „Tafeln  der  bestimmten 
'alc*'*)  —  (schreibt  uns  der  Herr  Verfasser)  —  wird  hof- 
>   bald  unter  dem  Titel: 

^«  8.  die  iiiiftfiihrlirhr    ^iv/fifrc  LirtTBi".   Her.  Nr.  ('WVI.   S.  31 
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.«Noavelles  Tables  d'lntt^g  rales  D^finies'* 
erscheinen.  Ich  glaube  diese  zweite  Aufla<;e  mit  Recht  N^Mt 
Tafeln"  nennen  zu  dürfen.  Denn  unter  etwa  8200  Formeln  komiMi 
nur  uiigeiahr  50%  aus  den  älteren  Tafeln  vor;  20^/o  sind  inni«B«a 
»,Exposä  de  latheorie  etc.  des  Integrales  döfi  nies  (Abk. 
der  K.  Akademie  der  Wiss.  Amsterdam»  Bd.  V1II.)T 
abgeleitet,  und  die  (ihrigen  30^/o  finden  sich  in  mehreren  aDderai 
Abhandlungen  und  Arbeiten  von  mir.  Gngeacbtet  der  jetzig« 
isehr  g^o8^en  Anzahl  von  Integralen  nehmen  doch  die  Den« 
Tafeln  ungefähr  denselben  Raum  ein  wie  die  filteren,  was  aif 
fol<;ende  Art  zu  ermöglichen  gewesen  ist. 

1^.  Von  der  Beifügung  der  Literatur  ist  in  den  neuen  Tafeb 
abgesehen  worden:  fiir  diese  bleiben  die  älteren  Tafeln  eine,  wie 
ich  hoffe,  gute  Dienste  leistende  Quelle.  So  viel  als  mugM 
ist  aber  in  den  neuen  Tafeln  doch  auch  auf  mein  oben  erwShBtti 
Memoire  in  Band  VIII.  hingewiesen  worden,  und,  wo  dies  nicU 
miiglich  walr  oder  ausreichte,  auf  Band  IV  (Tables  dTot^gnlei 
d^finies),  was  somit  rücksichtlicb  der  Quellenangabe  wohl  ab  gt- 
nugend  wird  angesehen  werden  können. 

2^.  Die  specielleren  Formeln  sind  den  allgemeineren  anter)^ 
ordnet  und  nur  dann  angeführt  worden ,  wenn  sie  als  für  dd 
Gebrauch  ein  wesentliches  und  besonderes  Interesse  darbietet 
angenommen  werden  konnten.  Eben  so  sind  die  Integrale  gm 
libergangen  worden,  welche  sich  unmittelbar  und  ohne  Weitere 
aus  den  entsprechenden  allgemeinen  oder  unbestimmten  Integraki 
ableiten  lassen. 

Durch  alle  diese  Mittel  ist  eine  sehr  grosse  Raumerspareiü 
bewirkt  und  es  auch  muglich  gemacht  worden,  die  erforderlich 
Literatur  nfithigenfalls  mit  Kucksicht  auf  Band  VIII.  und  BaodlV. 
(S.  vorher)  leicht  nachschlagen  zu  können. 

Der  Druck  ist  bereits  bis  2um  70sten  Bogen  vorgeschrittd 
und  wird  der  niederländischen  Typographie  alle  Ehre  macbei* 


Geometrie. 


Mathematische  Unterhaltungen.    Heraugegebeov^'l 
Oberstudienrath    Dr.   Riecke.     Erstes   Heft.     Stattgiri^li, 
Aue.  18G7.   8^  |^ 

*)  M.  8.  die  aubfiihrliche    Anscige   dieses  ,,läxpot^^*  io  Litf^j 
Bei.  Nr.  CLVI.    S.  1.    (ThI.  39). 
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gewesen  sind.  —  Auf  8.22  —  S.  28.  sind  die  der  Sternvrarte  unter 
dem  14.   Augnst  1862  verliehenen  neuen  Statuten  mitgetheilt,  nf 
deren    Ori|;inale  Seine   Majestät    der    Kaiser    HuchsteigenhSndig 
geschrieben  bat:    t^Dein  sei  also**»  wobei  wir  auch  bemerkeoi 
dass   in   diesen  neuen    Statuten    der  Sternwarte  zu  Ehren  ibrei 
Gründers    die    amtliche    Bezeichnung    ,,Ni colai- Haupts tern- 
warte"    verlieben   wurde.     Mach   diesen   neuen    Statuten   bilden 
das  Personal   der  Sternwarte:    a)   Der    Dirertor.    h)  Vier  Slfere 
Astronomen,  von  denen  einer  die  Stellun«^  als  Vice-Director  bat. 
c)  Zwei  Ad  junkt-AsIronnmen.    d)  Zwei  Hechner.     e)  Ein  Mecha- 
niker.    0  Ein   ln.«pcctor.     g)  Ein   Schrilliriihrcr.    h)  Ein  Arzt;  im    ] 
Ganzen  also  1>3  Personen,  woraus  die  Grossartigkeit  des  Instituts    . 
hinreichend  erhellen  m«ige,  da  die  Beschränktheit  des  Raums  wei- 
tere  Anführungen   nicht  erlaubt.  —   Hierauf  wird  nun  von  S.  29. 
an    die   Thätigkeit   der  Sternwarte  in  den  vergangenen  25  Jahren 
unter  folgenden  Hubriken  zusamniengofasst:  I.    Astronomisclif 
Tfafttiffkeit«     1.    Die  Beobachtungen,    a)  das  grosse  Passa* 
geninstrument   von  Ertel.     b)  Der  grosse  Vertikalkreis  von  Ertel. 
c)    Der  Meridiankreis  von   Repsold.     d)    Das  Passageninstrument 
im  ersten  Vertikale,  e)  Der  grosse  Kefractor.    0  '^**  Heliometer. 
2.     Die    Ueductiun    und    Publication   der    Beobacbton- 
gen.     3.     Andere     astronomische     Arbeiten.     l\.    Clet" 
graptaiscfa-jfeodätlHchc   Thhtii^keit.     a)  Von  der  Stern- 
warte ausgeführte  Unternehmungen  (1844:  Ba>isme9S0Dg 
bei  Elimü  im  südlichen  Finnlund.    1845:    Basismessung  bei  l^lea- 
borg    und    astrononiLscIie   Bestimmungen  in    ihrer    Nachbarschaft, 
SU  wie  bei  Torneo.     1848:  Basismessung  hei  Honiankauzi.    1850: 
Astronomische    Bestimuiungcn    am    Nordende    der    Gradinessnog 
von  Fuglenaes  in  Finnmarken.     1851 :  Uiederholung  der  a»itrono- 
mischen  Bef*timinun<:en  bei  Torneo  und  Basismessuni;   bei   Offner 
Torneo.    185*2:  Basismessung  bei  Taschbuuar  nahe  dem  Sudendedrr 
Gradmessung   in    Bessarabien.     ]853:    Bestimmung  der    PoIhSkc 
von  Bielin.     JS55:    Bestimmung    der  Polhühe    von  Nemesch).  h) 
Andere    auf     Geodäsie    und     geographische     Ortsbe- 
stimmung  bezügliche  Studien  und  Arbeiten.    c)UDte^ 
Stützung   der   von    «in  deren   Beb  «irden    unternommene» 
Arbeiten.       111.      Hit«     liehHhiilifi^keit.      a)     Ausbildong 
junge  ror  Gelohileii  (namentliche  Auflnhrung  der  hier  gebiW^ 
teri     Astronomen,    iumhi    tnul    dreissig    aus    den    verschiedensteb 
fio^^iMulen  der  Lrde).     b)  Ausbildung  von  Militairs  für  die 
g e ü d a f i s r li e n     Arbeiten     im    Reiche;     neun    und    sechiig 
Oiliz'uTe    vom   LundbeiMe   und   der    Flotte    haben    hier    ihre  AiM» 
bijdunu   erhalten.   —    IV.     Jiie   mechaniNche   Werkntatt.  ' 
Dio    llrzi<»liiiii:^cn    zu    anderen   8(ernwarten    und  6C* 
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lelirten«  (Keiner  der  bedeutenderen  Aslronomen  lelilt  hier).  — 
Sacbflchrift;  (Entstehan^r  der  Schritt).  —  Den  ^»chluss  bildet 
da«  in  literarischer  ROcksicht  mit  dem  grössten  Danke  aufzu- 
nehmende: VeraBelchnIsfi  der  von  Pulkowaer  Antronomen 
pabltcirten  ISctarIften  Ton  1839  blfi  t(!^64« —Welche  gross- 
arüge  Thätigkeit  nach  allen  möglichen  Seiten  und  Hichtun;;er) 
hio!  iVlr»<;e  die  herrliche  Micolai- Sternuarte  lerncrhin  immer 
noch  schuner  gedeihen  zur  Ehre  ihres  edlen  Griinderj;:,  de«i»en 
Namen  sie  tragt! 


Von  den  neueren  Publicationen  dei  Nicolai- Hauptsternwartc 
wollen  wir  hier  noch  auf  die  folgenden  aufmerksam  machen: 

1.  Jahresbericht,  am  17.  Mai  1864  dem  Comite  der  Nicolai- 
Haupf  Stern  warte  abgestattet  vom  Director  der  Sternkarte. 
St.  Petersburg.     1864.    8". 

Jahresbericht,  am  19.  Mai  1865  dem  Comite  der  Nicolai- 
Haaptsternwarte  abgestattet  in  Vertretung  des  Directors  der  Stern* 
warte  von  dem  älteren  Astronomen  W.  Dullen.  'St  Peters- 
bürg.     1865.    8^ 

2.  Observations  de  la  grande  nebuleuse  d*Orion,  faites  ä 
Cazan  et  ä  Poulkowa.  Par  O.  Struve.  l*"^  Partie:  Mi^moire  de 
BA.  Liapounov  sur  les  observations  de  Cazan.  11^  Partie. 
O.  Struve:  Additions  au  memoire  de  M.  Liapounov  et  obser- 
rations  de  Poulkowa.    St.-Petersbourg.    1862.    4^. 

3-  Die  Zeitbestimmung  vermittelst  des  tragbaren  k.Durcb- 
gangsinstrumentes  iniVerticale  des  Polarsterns.  Von  \V.  Dollen. 
2$t.  Petersburg.     1863.    4^. 

4.  Beobachtungen  des  Mars  um  die  Zeit  der  Opposition 
1862.     Von  Dr.  A.  Winnecke.     St.  Petersburg.     1863.    4", 

6.  Pulkowaer  Beobachtungen  des  hellen  Cometeo  von  1862, 
nebst  einigen  Bemerkungen.  Von  Dr.  A.  Winnecke.  St.  Peters- 
burg.   1864.    4'>. 

6.  Untersuchunjien  .über  die  Constitution  der  Atmosphäre 
und  die  Strahlenbrechung  in  derselben.  Von  Dr.  H.  Gyldän. 
St.  Petersburg.     1866.    4^. 

Alle^diese  Schriften^sind  von  grosser  wissenschaftlicher  Be- 
deutung T  was  rücksichtlich  der  eigentlichen  theoretischen  oder 
matbematischen  Astronnmi**  insbesondere  von  3.  und  6.  gilt. 
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Vormischle  Scliriflen. 

Annali  di  Mateinatica  pura  ed  ap plicata  pnbblicati 
da  Barnaha  Tortoliui  e  coDipilati  da  E.  Betti  a  Pisi, 
F.  Briosohi  a  Milano,  A.  Genocchi  a  Torino,  ß.  Torlf 
lini   a  Koma.     (Vergl.  Lite  rar.  Ber.  No.  CLXXX.  S.  7.). 

Tom.  VN.  No.  5.  Sülle  propriefä  georaetriche  e  dinaniicke 
de'  lentri  di  percos^a  ne'  moti  di  rotazione.  .^lemoria  di  D.  Tbe« 
liDi.  p.  217.  —  fiechercthes  8ur  le^^  equations  du  cinquicme  degre 
par  AI.  Roberto,  p.  257.  —  Rivista  Mblio^rafica.  Li 
Me>8ahat  De  Mohammed  Ben  IVloussa  al  Khärezroi.  Bxtrait  (k 
8on  Algebre.     Traduit  et  annote  par  Ariistide  Marre.    p. 


M 


Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  stodenti 
dclle  universita  italiane,  pubhiicato  per  cura  del  Pr«- 
fessore  G.  Battaglini.  Napoli.  (S.  Literar.  Ber.  Nr. 
TLXXXI.  S.  13.) 

Anno  IV.  Settembre  e  Ottobre  1866.  Nota  saKo 
eqoazioni  differenziali  che  si  presentano  nei  problemi  dt  Mm- 
canica;  per  R.  del  Grostjo.  p.  257.  —  Suir  inversione  qpi' 
drica  delle  curve  piane;  per  T.  A.  Hirst.  p.  278.  —  Qnestione. 
\\.  293.  —  Teorema  sui  dcterminanti  a  due  scale  e  i^oluzione  dellaqai* 
8tione  47:  per  (i.  Torelli.  p.294. —  Altra  soluziono;perL.  RajoU. 
p.21i7.— AnnunzioBibliograGco.  p.297. — Sülle  «jupcrücie  gobbeappli* 
cabili  SU  quelle  di  rivoluzione,  e  su  aicune  propriefä  delle  8uper- 
ficie  gobbe  delle  normal!  principali  di  una  rurva;  per  U.  Diai. 
p.  208.  —  Sülle  superficie  gobbe  che  soddisfanno  a  date  eqoa- 
zioni alle  derivate  parziali  del  second^ordiue;  per  U.  üioi. 
p.  305.  —  Questioni.  p.  318. 


Sitzungsberichte  der  kaiß.  Akademie  der  WigseH- 
scharten    in    Wien.     (Vergl.    Literar.    Ber.  Nr.    CLXXIi 

S.  20.). 

Band  LH.  Heft  111.  Mach:  Ueber  die  Wirkung  der 
räumlichen  Vertheilung  des  Lichtringes  auf  der  Netzhaut.  S.  9IB* 
—  ünferdinger:  Theorie  der  Transversalen,  welche  die  lU' 
telpunkte  der  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  verbinden:  danif 
bezügliche  Lehrsätze  und  JProbleroe.  (Sehr  ausführlich  und  bt* 
achtenswerth.)  S.  323.—  Schn-arzer:  Bezieh ungsgleichnngM 
zwischen   der  Seite  und  dem  Halbmesser  getvisser  regelmSssigv 


It)  Uier arischer  Bericht  CLXXXIL 

p.  2114.  —  F.  J.  Starokart:  Over  den  invioed  van  lucbtdrib 
kinv  en  capillaire  werking  bij  de  vervaardiging  en  bet  gebrdk 
van  Areonieters.  Bepaling  door  proefneming  van  de  hoeveelheM 
vioeistof  welke  buiten  aan  eene  buis  door  de  capillaire  werkiif 
opgebouden  nordt.  p.  3^0.  —  F.  Kaiser:  Waarneniingen  oa* 
trent  een  Merkwaardigen  Vuurbot,  volbragt  aan  de  Steirewaeht 
te  Leiden,  p.  349.  —  F.  Kaiser:  Eenige  opmerkingen  omtrent 
de  periodieke  Tonten  van  IMikrometer-schroeven,  naar  aanleiiiii| 
van  de  jongste  onderzoekingen  aan  de  Sterrewacbt  te  Leidet, 
p.  359.  —  J.  van  Gogh:  Overzigt  van  de  heershende  wind« 
en  daarbij  waargenomen  Barometerständen  te  Nagasaki  op  bei 
eiland  Desima  io  Japan. 
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ünlc  nuf  ihre  Kichtiinjt;.  I.  Die  beständigen  Winde  (Passate). 
I.  Die  jährlich  periodi>clieii  Winde  (iMonsoons).  III.  Die  ver- 
riderlichen  Winde.  —  Die  Sturme.  1.  Stürme  der  heissen  Zone 
nd  ihr  Eingreifen  in  die  gemässigte.  II.  Stiirme,  welche  an  der  äas- 
erttten  Gründe  de«  Passats  entstehen.  III.  Stausttirme.  IV.  Sturme 
urch  seitliche  Kintvirkung  entgegengesetzter  Strume  auf  einan- 
cr.  Allgemeine  Ergebnisse.  —  Praktische  Regeln.  Passat- 
one.  Gehiot  der  i^lonsoons.  Ncirdüche  gemässigte  Zone.  Sfid- 
che  genifissigte  Zone.  iiLulte  Zone.  —  Beigegeljen  sind  mehrere 
turnikarten,  namentlich  eine  grosse  sehr  schone  Darstellung 
PS  Sturms  vom  20.  Januar  18^53. 


Wiolitige  literarische  Anzeige. 

Herr  L.  Cremona,  gegenwartig  Professor  am  ,,lsfituto 
ecnico  Superiore"  in  I^Iailand»  welches  unter  Brioschi*« 
irectorium  immer  mehr  aufblühet,  wird  seiner  schonen,  von 
erm  M.  Curtze  übersetzten  „Introduzionc  ad  una  Teoria 
eometrica  delle  curve  piane*'  das  nachstehend  angezeigte 
ach  folgen  lassen.  Ich  hoffe  mit  Bestimmtheit,  dass  es  mir 
ilingen  wird,  unverzüglich  eine  Uobersetzung  auch  dieses  Wer- 
ls EU  veranlassen,  und  habe  daxu  bereits  die  erforderlichen 
ehritte  gethan.  Grunert. 


PKELIMINAKI 

DI  ÜNA  TEOllIA  GEOMETRICA 

DELLE  SÜTERFICIE 

WM 
Prof.  il  R.  Iititato  Tecniro  Soperiore  Id  lilaio. 


*-\  ^  '^v*^  vr«*^ 


Qoesto  lavoro  e  pubblicato  dalTAccaderoia    delle  scienze   di 
a  nelle  sue  Memoriet  ed  e  gia  uscita  la  prima  parte,  che 
dl  an  fascicolo  di  6  fogli  di  stampa  in  4".  gr.  —  A  com- 
ito  mancano  circa  10  altri  fogli,  che  usciranno  entro  il  1867. 

3** 


»  *■. 
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Dl  quest*  opora  isolata  non  sono  in  vendita  che  tei 
copie«  le  qaali  trovansi  giä  sin  d*ora  depositate  presao  I 
Zastbtti  Franc,  Aniministratore  del  Politecnico,  in  Milta 

L'opera  intera  costa  it.  L.  6 ;  cbi  anlasse  comperarla  i  p 
spedire  un  Vaglia  postale  di  detta  soroma,  intesfato  al  Z 
ii  quäle  manderä  tosto  la  parte  pubblicata,  ed  in  segoito  i 
pimento,  firanco  d*ogni  spesa. 


Kurz  vor  dem  Schluss  dieses  Literarischen  Berichts  i 
noch  zugegangen: 

Discorso  di  Aportura  del  secondo  Anno  delii 
Goltä  di  Chimica,  fondata  per  iniziata  privata.  I 
dal  Fondatore  Prof.  Carlo  Cassol».  Napoli.  Tipe| 
de'  Fratelli  de  Angelis.    1867.    (19  Seiten.) 

Dieser  ,> Discorso *'  enthält  einen  «ehr  interessantei 
ffihrlichen  Bericht  über  das  vorher  genannte  sehr  grossartigi 
mische  Institut,  dessen  Errichtung  im  Jahre  1866  wir  sck 
Literar.  Ber.  CLXXX.  S.  8.  angezeigt  haben.  Wir  mach« 
unsere  Leser,  die  für  Chemie  sich  interessiren ,  recht  sei 
diese  Schrift  aufmerksam.  6. 


^ 
t 
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Die  Hunderte  %'on  Schiilern,  welche  in  ihm  ihren  Lehrer 
verehren,  sind  mit  uns  gewiss  einer  !\1einung,  wenn  wir  sagen: 
Koller  war  nicht  nur  ein  ausgezeichneter  Schulmann,  er  war 
auch  ein  Freund  der  Jugend ,  deren  Sympathien  er  volUtändig 
besass  und  in  deren  Andenken  er  immer  fortleben  wird.  Wa» 
jedoch  Koller  nährend  dieser  siebzehn  Jahre  hIs  IVIann  der  Wis- 
senschaft leistete,  davon  geben  die  vielen  und  verschiedunartie- 
sten  Publikationen  mehr  als  genügend  Zeugniss. 

Die  Sternwarte    dieses    mit  Recht    berühmten    Benediktiner- 
stiftes feierte  vor  wenigen  Jahren  ihr  erstes  Säculum.     Der  erste 
Astronom  derselben,  P.  Placidns  Fixlmillner  (1762— 1791),  ein 
ebenso  genialer  als  liebenswürdiger  Mann,  begründete  schnell  den 
Ruf  dieses   neuen  Uranientempels.     Seine  Leistungen   und   seine 
ausgebreitete  Correspondenz  mit  de  la  Lande,    Jobann  Ber- 
nonlli,    Maximilian  Hell  u.  v.  a^  beweisen  diess  zur  Genfi^. 
An  diesen  reihte  sich  in  würdiger  Weihe  P.  Thaddaeus  Detf- 
linger,   (I71U — 18*24),  dessen  Name  in  der  astronomischen  Welt 
sich    des    besten    Rufes    erfreut.     Sein    Nachfolger    P.  Bonifii 
Seh  Warzen  brun  ner,    ein   «äusserst  talentvoller  und  strebsamer 
junger  Mann,    bekleidete   die   Stelle   eines   Astronomen,    wie  iKr 
bereits  erwähnten,  nur  .sechs  Jahre,  bis  zum  Jahre  1830,  wo  ibn 
der  Tod  pintzlich  abrief.     Der  vierte  Astronom  dieser  Sternwarte 
war    nun    jener    Mann.,    dessen  Andenken    diese  Zeilen    geweiht 
sind— es  i^^  unser   uuverge.sslicher  Koller.     Wenn  wir  hiermit 
einigen  Worten   eine  liescliicbte    der  Sternwarte   eiiillochten,   s« 
«geschah    dloss  nur,    um  darauf   hinweisen  zu  kiinnen,    dass  sich 
Koller    vollkoninivn   würdig    an    seine   drei    Vorgänger   anreihte 
und    den  Ruf  dieser  Sternwarte  nicht  nur  nicht  schmälerte,    son- 
dern wo  möglich  noch  vergrüsscrte.     In  (Gemeinschaft  mit  seinen 
intimen  Freunde  Professor  Stampfer,    welcher  leider  noch  frü- 
her   als    Koller  der   Wissenschaft  entrissen   wurde  und  dessen 
Andenken   erst    kürzlich    in    diesen   Blättern   so    schön    gewahrt 
wurde,    stellte   er    den    zweischuhigen  Meridiankreis   auf  (1831), 
dann    ein    tragbares   Aequatorial,    mit   welchen   Instrumenten  die 
Beobachtungen  seit  ihm  ohne  Unterbrechung  fortgesetzt  werden. 
Grosse    Aufmerksamkeit   widmete  Koller    den   meteorologische! 
Beobachtungen,  denn  seil  1831   bereits  datircn  die  täglichen  Auf- 
zeirbnunnren  libor  Liittdruck,  Temperatur,   Dnnstdruck  u.s.  f.,  a« 
welohem  Materiale  Koller  uns   einige   äusserst  interessante  Ar- 
beiten   hinterlässt.     Als   im    dritten    Decennium    Humboldt   und 
Gauss  die  lJntorsnohiin?en   über  den   Erdmagnetismus  anregten, 
ivar  Koller  einer  der  ersten,  der  die  Sache  aufgriff,  und  gründete 
daher    1830    das    magnetische  Observatorium,    welches    der   Zeit 
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serliche  Akademie  der  Wissenschaften  zo  ihrem  wirklichen  Mit. 
giiede,  welche  Wahl  am  I.  Februar  bereits  vom  Kaiser  bestätiget 
wurde. 

Das  erste  Jahr  seiner  Tbäti^keit   im  Staatsdienste   ivar  be- 
kanntlich  das  verhans^nissvolle  Jahr  1848.     Doch   trotz   aller  tie* 
fahren    und  Wirren    blieb  Koller    am  Platze   und    zog  sich    nur 
Ende  Oktober  auf  einitre  Tage  in  das  Stift  Melk  zurück,   von  wo 
er  gleich  Anfangs  November  wieder  zurückkehrte.     Als   im  Jahre 
1849  die  k.  k.  Studien -Uofkommission  aufgehoben  und  an   deren 
Stelle  ein  Ministerium  für  Cultus  und  Unterricht  trat»  wurde  Koller 
als  k.  k.  Sectionsrath  in  dasselbe  übersetzt  und  ihm  das  Referat 
über  die  polytechnischen,  nautischen  und  astronomischen  Institute 
übertragen.     In   diesem  Jahre    ging   gleichzeitig  Koller's  Wirk- 
samkeit als   Präses    der    philosophi^ichen    FakultKt  zu  Ende,  da 
ein   Gesetz   vom  *29.  Oktober   1849    den    akademischen   Behörden, 
eine    andere  Organisation    gab.     Wie  sehr   er  sich    die  Achtung 
dieser  Korperschaft   in  dem  nur  kurzen  Zeitraum  von  kaum  zirei 
Jahren  erworben,  zeigt  die  ihm  bei  seinem  Scheiden  von  diener 
zuerkannte  Auszeichnung.     Dieselbe  ernannte  ihn  nSmIicb  dorch 
Acciamation    zum   wirklichen  Mitgliede   des  Doktoren  -  Collegiunn» 
der    philosophischen   Fakultät    der  W^iener  Universität  und   über* 
reichte  ihm  das  Doctor- Diplom  mit  dem  Beisatze:  „de  republlca 
literaria  optime  meritus.'* 

Als  1851  das  Ministerium  für  Cultus  und  Unterricht  definitiv 
organisirt  wurde,  avancirte  Koller  zum  k.«  k.  Ministerialrathe  mit 
Belassung  seines  Heferates.  Mit  diesem  Jahre  trat  in  Oesterreich 
die  moderne  Mittelschule,  die  secbsklassige  Realschule,  in's  Le- 
ben, welches  Werk  fast  ausschliesslich  eine  Schöpfung  Kolier*i 
war  und  denen  er  auch  bis  an  sein  Lebensende  sympathisch 
blieb.  Wenn  auch  beut  zu  Tage  mit  Recht  Rufe  nach  Reform 
dieser  jungen  Lehranstalten  laut  werden,  so  waren  dieselben  da* 
mals,  wo  es  mit  dem  Unterrichtswesen  in  Oesterreich  noch  nicht 
gar  sonderlich  gut  aussah,  gewiss  ein  nicht  zu  untcrschätzeDdei 
Werk.  Wer  die  Früchte  kennt,  ivelche  diese  Schulen  währn' 
ihres  fünfzehn  ja  liriccMi  Bestandes  in  Oesterreich  getragen  habdi 
wer  weiss,  wie  viele  tausende  von  jungen  tüchtig  Qescballei 
Kräften  den  verschiedensten  technischen  und  industriellen  Etl* 
blissenients  durch  diese  zugeführt  wurden,  der  wird  die  Verdieiüto 
würdigen  können,  welche  sich  Koller  um  den  nationalen  Wohl- 
stand Oesterreichs  er\%orben.  Dass  diese  V'erdienste  auch  illct* 
höchsten  Orts  gewürdiget  wurden,  zeigt  uns  die  Auszeicboangi 
welche  Koller  1859  zu  Tbeil  wurde.  Sr.  Majestät  Kaiser Fraai 
Josef  verlieh  ihm  nämlich  am  '27. Mai  d.  J.  taxfrei  das  RitterkrW 
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Die  VerhaDdlungen  begannen,  das  Statut  wurde  von  Sr.  Majestät 
sanctionirt  und  das  Professorencollegium  hatte  nun  seine  Anträge 
zu  stellen.  Antrag  auf  Antrag  kam  nun  au*s  Ministerium,  alle 
mussten  durch  Koller 's  liand  gehen  —  doch  seiner  Arbeits- 
kraft, seinem  Geiste  war  nichts  zu  viel.  Mit  gewohntem  sicheren 
Takte  traf  er  seine  H)ntschliisse  und  legte  sie  seinem  \linister 
Tor.  Schon  waren  mehr  als  '20  ProfesHoren  ernannt,  schon  war 
bestimmt,  dass  mit  dem  1.  Oktober  das  reorganisirte  Institut  ins 
Leben  zu  treten  habe,  nur  noch  einige  Ernennungen  fehlten  and 
das  neue  Gebäude  war  hergestellt,  sein  letzter  Wunsch  erfüllt  — 
da  kam  der  unerbittliche  Tod  und  Koller  war  nicht  mehr. 

Schreiber  dieser  Zeilen  war  noch  am  18.  September  d.  J. 
Mittags  durch  fast  zwei  Stunden  bei  ihm  in  seiner  Wohnung,  uro 
über  eine  astronomische  Arbeit  seinen  Rath  einzuholen.  In  der 
heitersten  Stimmung  überreichte  er  mir  einige  vollständig  gerech- 
nete astronomische  Aufgaben,  die  er  Abends  des  vorigen  Tage« 
ausführte,  zeigte  mir  eine  neue  Broschüre  von  dem  von  ihm  be- 
sonders hochgeschätzten  Herausgeber  dieser  Zeitschrift  aid 
verabschiedete  sich  mit  den  Worten:  „besuchen  Sie  mich  dieMr 
Tage  wieder,  den  nächsten  Sonntag  gehe  ich  nach  Kremsmün^ter. 
um  ein  wenig  Hergluft  zu  athmen*'  —  es  sollten  die  letxten 
Worte  sein,  die  der  freundliche  Gönner  gesprochen.  Abends  noch 
bis  in  später  Stunde  arbeitend,  ereilte  ihn  des  Morgens  —  am 
19.  September  —  die  tückische  Krankheit,  Mittags  gaben  ihn  die 
Aerzte  auf  und  um  5  Uhr  Nachmittags  ward  er  eine  Leiche. 

Er   ruhe   in   Frieden! 

Uns  aber  sei  es  noch  erlaubt,  einige  Züi;e  aus  den  letzten 
Jahren  seiner  Thätigkeit  hier  anzuführen,  welche  so  recht  bestä- 
tigen, was  wir  bereits  früher  über  ihn  sagten.  Koller  blieb  trotx 
seines  umfangreichen  Referats,  trotz  seiner  angestrengten  Berafs- 
thätigkeit  bis  zur  letzten  Stunde  seines  Lebens  der  von  ihm  ge- 
pflegten Wis.sensc'halt  treu.  Ks  entging  ihm  keine  wissenschaR- 
liehe  Novität  und  erzählte  man  ihm  von  einer,  so  war  diess  gewisi 
seine  näch>te  fjektiire.  Kr  sah  auf  juiit;e  Kräfte  nicht  vielleicbt 
mit  einer  gewissen  (aijringsehät/.unu:  herab  —  nein,  er  eiferte  Ul 
an  und  unterstützte  selbe.  War  an  der  pbild.suphiscben  Fakulllt 
ein  anziehendes  astronomische.s  ('olle;uiuni  angekündigt,  so  irtf 
Koller  derjenige,  den  man  unter  den  Zuhörern  t'iinil.  So  besuchte 
der  74jährige  (ireis  noch  im  letzten  Sonmierseniester  das  Collc' 
<;iuni  unseres  jungen  Astrunomen  Opjxil/er  über  HahnbeitiiB" 
nmngen  und  /war  >o  eilri.;.  als  er  e^  im  Ja!\re  1^1*2  unter  deia 
A.stro:iomen    Hiiru    «rethan    haben   niocbte       Aber   nieht    nur  nocli 
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ax^  +  36j:«  +  3f  .r  +  rf  =  0 

gegeben  ist,  und  a,  j3,  j^  die  drei  Wurzeln  derselben  ftind,  so  soll 
die  Gleichunsr  gefanden  werden,  welche  die  Verhältnisse 

a        ß        a        y        ß       y 
P       a        y        a       y       p 

zu  Wurzeln  bat).  —  Pubblicazioni  recenti. 

Nach  der  Anzeige,  welche  die  Leser  am  Ende  dieses  Litera- 
rischen Berichts  finden,  werden  die  Annali  di  Matematica 
pura  ed  applicata  von  jetzt  an  von  den  Herren  Br losch i 
und  Crem o na  in  Mailand  herausgegeben  werden.  Wie  grossen 
Dank  die  Wissenschaft  den  Herren  Betti,  Genocchi  und  nament- 
lich Herrn  Tortolini  für  die  bis  jetzt  herausgegebenen,  so  vieles 
Treffliche  enthaltenden  sieben  ersten  Bände  schuldet,  kann  Niemand 
mehr  erkennen  als  der  Unterzeichnete;  Herr  Tortolini  hat  schon 
früher  sich  durch  die  Herausgabe  der  Annali  di  Scienze  roa- 
tematicbe  e  fi siehe,  von  denen  acht  Bände  erschienen  sind, 
sehr  verdient  gemacht.  in  bessere  Hände,  als  in  die  der 
Herren  Brioschi  und  Crem o na,  konnte  die  Fortsetzung  der 
neueren  „Annali"  nicht  gelegt  werden.  Grunert. 


Giornale  di  Mateniatiche  ad  uso  (]i*s:li  studenti 
delle  universit«\  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Prof. 
Battaglini.    Nnpoli.    (S.  Litcrar.  Ber.  Nr.  CLXXXH.  S.  12). 

Anno  IV.  Novcmbre  e  Dicembre  1866.  Di  una  pro- 
prietä  deir  iperboloide;  per  A.  Mogni.  p.  321.  —  Sopra  il  peo* 
dolo  ad  oscillazioni  coniche;  per  A.  Mogni.  p.  327.  —  8opra 
le  diverse  espressioni  della  forza  acceieratrice  nella  teoria  delle  forze 
centrali;  per  A.  Mogni.  p.  339.  —  Quistione.  p.  344.  —  Notaintorno 
ad  una  proposizione  della  teoria  dei  numeri  del  Dottore  Piuma 
Carlo  Maria,  p.  345.  —  Sulla  rotazione  di  un  sistema  di  tre  masse 
che  verificano  la  legge  delle  aree;  per  A.  de  Gasparis.  Conti* 
nuazione  alle  note  preocdenti.  Veili  p.  "202.  o  vol.  III.  p.  257,  p.  314, 
p.348.  —  ]\Ioto  di  »nsistenin  invariahilo  di  punti  nmteriali  esistenti  in 
un  piano  intorno  al  centro  di  gravitfi:  [ler  A.  de  Gas  partes 
p.  3.53.  —  Soliizioni  della  questione  48.  (Vedi  p.  293).  Soluzione 
del  Antonio  Tarlasco.  p.  351».  ftJoluzionc  di  Giulio  As  coli* 
p.  360.  —  iSoluzione  delle  questioni  52  e  54:  per  Ernesto  Pa- 
dova.  p.  361.  -  -  Soluzionc  delle  quistloni  52  e  53;  per  Ga- 
briele Toreili.  p.  367.  —  Solozione  della  questione  54:  per 
A.   Armen  ante.     p.  369.    —    Saggio    elementare   di    Geometria 
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